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1 博弈论的历史

“博弈”的英文是 game，和“游戏”同义。博弈，顾名思义，就是竞争和对抗。在一个给定的
游戏规则下，竞争的各方各自具有不同的利益，并力图选择对自己最有利的方案，这就是游戏中的
博弈行为。博弈在我们的日常生活中非常常见：小到下棋打牌，大到国际关系，无不是博弈行为的
表征。博弈论则是为了描述和预测给定规则下各方的合理行动方案而创造的理论。
早期博弈论的研究主要集中于对某些具体游戏中玩家行为的探讨。例如，17世纪中叶，Pascal

和 Huygens在通讯中对若干个赌博的可能结果进行了深入的研究，并提出了“数学期望”这一概念；
1713年，Waldegrave在解释纸牌游戏中玩家的行为时发现了最大最小原理；1913年，Zermelo提出
了 Zermelo定理，即双人有限完全信息确定博弈中要么某一方存在必胜策略，要么双方都存在不败
策略1，为现代博弈论的出现开辟了道路。
区别于早期博弈论，现代博弈论不再聚焦于具体的游戏，而是将博弈的概念抽象成数学模型，

并且试图推导一些更一般的性质，如博弈的均衡、可计算性、稳定性等。现代博弈论在 1928年由
Von Neumann提出。他开创性地使用了不动点定理研究博弈中的策略均衡。然而，他的分析仅限于
零和博弈。1951年，Nash将他们对均衡的定义推广，建立了有关博弈的标准模型，并且在冯诺依曼
的方法的基础上，证明了博弈中纳什均衡的存在性。
博弈的标准模型一经建立，许多实际博弈问题的建模与分析便如同雨后春笋一般出现，如重

复博弈、扩展形式博弈（序贯博弈）等。在这一时期，博弈论开始展现出模拟人类在博弈中的复
杂动态行为的强大威力。1970 年，为了分析生物的进化，约翰·梅纳德·史密斯引入了进化博弈
论。直至今日，博弈论仍然是一个活跃的领域，许多学者都因博弈论相关的研究获得了诺贝尔经济
学奖，如 Kenneth Arrow(1972), Gérard Debreu(1983), John Harsanyi&John Forbes Nash(1994), William
Vickrey(1996), George Akerlof&Michael Spence(2001), Robert J. Aumann&Thomas C. Schelling(2005)等。
这也证明了博弈论在现代经济学中的重要性。

1该定理的直觉是，有限确定完全信息博弈中，我们可以合将两个玩家任意时刻的所有可能状态构造为一个集合，并且在其中通过规则
提供的合法行动定义状态之间的后继关系。那么，我们可以对集合中的所有状态分为三类：玩家 1必胜的状态，玩家 2必胜的状态和双人
必然平局的状态。显然，玩家 1在当前状态必胜，当且仅当存在一个该状态的后继状态，使得玩家 1在该状态必胜；玩家 2在当前状态必
胜，当且仅当存在一个该状态的后继状态，使得玩家 2在该状态必胜；当前状态必然平局，当且仅当该状态的所有后继状态都是平局。这
样，理论上，通过规则判断出所有“终局”的状态类型，再通过该递推关系逐渐反向求出该集合中所有状态类型，我们就能完全确定出该
博弈的一个必胜/平局策略。一个常见的这种博弈就是井字棋，由于它的状态非常有限，我们很容易证明先手玩家存在不败策略：占据中央
位置。当然，Zermelo定理只证明了这样策略的存在性，对于大部分游戏来说，因为可能的状态数量太多，几乎不可能给出这样的策略。
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2 双人零和博弈

2.1 双人零和博弈的均衡

为了引入纳什均衡的概念，我们沿着 1928年 Von Neumann的推导过程，从博弈的一种非常特
殊的情况，双人零和博弈出发。很多常见的游戏都可以理解为双人零和博弈，如石头剪刀布、象棋、
物品分配等等。直观上，零和博弈是指在游戏中两个玩家的收益总和固定，因此一个玩家对自己的
利益的提升总是伴随着对另一个玩家的损害。如果我们认为在石头剪刀布中，获胜的收益为 1，失
败的收益为 0，平局的收益为 1/2，那么在任何可能结局中，两个玩家的收益总和均为 1；在物品分
配中，如果我们认为玩家的收益和拿到的物品数量成正比，那么在物品总数固定时，玩家的收益之
和也是固定的。以石头剪刀布为例，我们可以使用两个矩阵来表示两个玩家在双方策略下的结果：

玩家 1的支付矩阵 A 玩家 2的支付矩阵 B
玩家 2

玩家 1

石头 剪刀 布

石头 1/2 1 0

剪刀 0 1/2 1

布 1 0 1/2

玩家 2

玩家 1

石头 剪刀 布

石头 1/2 0 1

剪刀 1 1/2 0

布 0 1 1/2

注意到，对任意 i, j ∈ {1, 2, 3}, Aij +Bij = 1，因此这是一个零和博弈。这样，我们可以定义一般的
双人博弈和双人零和博弈：

Definition 2.1. 双人博弈
一个有两个玩家的博弈称为双人博弈。如果玩家 1, 2初始拥有 m和 n个策略，则玩家 1，2的支付
矩阵可以分别用矩阵 A,B ∈ Rm×n 定义。其中 Aij , Bij 表示玩家 1选择第 i个策略，玩家 2选择第
j个策略时各自的收益。特别的，如果存在常数 c，使得对任意 i, j, Aij +Bij = c，则称该博弈为一
个零和博弈。由于双人博弈的结果完全被两个玩家的支付矩阵 (A,B)所确定，因此我们也用 (A,B)

表示对应的博弈。

但是，仅仅使用固定的策略不足以描述我们的实际行为。我们平时玩石头剪刀布的时候，往往
不会固定使用某一个策略，而是在出手时随机选择某一个策略，以防止对手在重复几次后学习到自
己的策略，并作出针对性的策略选择。在支付矩阵的框架下，我们需要在博弈中引入随机性：

Definition 2.2. 混合策略
在博弈中，玩家初始拥有的策略称为纯策略。假设玩家 1, 2初始有 m和 n个纯策略。那么，玩家在
决策时可以以某个概率分布使用自己的纯策略，这样的策略称为混合策略。我们一般用两个列向量
x ∈ ∆m, y ∈ ∆n表示此分布，其中 ∆k ≜ {(x1, ..., xk)|x1, ..., xk ≥ 0, x1 + ...+ xk = 1}为 (k − 1)-维
单纯形。
对于策略对 (x, y)，玩家 1和 2的期望收益分别为xTAy =

∑m
i=1

∑n
j=1 xiAijyj和xTBy =

∑m
i=1

∑n
j=1 xiBijyj .

注意到，如果博弈是零和的，那么 xTAy+ xTBy ≡ c，因此混合策略同样也具有零和性质。注意到，
纯策略是一种特殊的混合策略。之后我们提及“策略”，如无说明，均指混合策略。

下面，我们分析玩家在零和博弈中的行为。我们假设博弈的所有玩家都是完全理性的，即他们
总是试图最大化自己的收益，并且他们知道彼此是理性的；并且假设他们具有完全信息，即每个玩
家都知道所有人的支付矩阵。
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Definition 2.3. 最佳反应：
在双人博弈 (A,B)中，如果一个玩家知道自己的对手的策略是 t，那么他可以使得自己利益达到最
大值的策略称为他针对策略 t的最佳反应。对策略 t的所有最佳反应的集合记为 br(t).
注意：一个策略可以有多个最佳反应。例如，在石头剪刀布博弈中，如果对手的策略是以各 1/3的
概率出石头剪刀布，那么此时自己的任何策略的期望收益都是 1/2，所以此时任何策略都是其最佳
反应。

假如玩家 1知道玩家 2将会使用策略 y∗，根据理性原则，他使用的策略 x∗ 应当使得最大化自
己的收益，也就是 x∗ = argmaxx∈∆m

xTAy∗，亦即，使得 x∗ 是 y∗ 的最佳反应。同理，如果玩家 2
知道玩家 1将会使用策略 x∗，那么他使用的策略 y∗ = argmaxy∈∆n

x∗TBy，亦即，y∗ 是 x∗ 的最佳
反应。这样看来，博弈的结果可能和玩家产生策略的先后顺序有关，而且后手可以额外知道对手使
用的策略信息，从而做出最佳反应占据优势。但是事实上是这样吗？
我们假设玩家 1先出手，玩家 2可以获得玩家 1的策略后再出手。那么，玩家 2必定选择最大化

自己的利益，而根据完全理性原则，玩家 1知道玩家 2是理性的，那么他在出手时就应该选择一个
使得玩家 2可以占到最少便宜的策略。也就是说，假如他使用策略 x，那么他知道玩家 2一定会选择
x的一个最佳反应 y。根据零和博弈的性质，实际上就是使得 xTAy最小的 y. 因此，他应该选择能够
最大化自己收益的策略 x∗ = argmaxx∈∆m

miny∈∆n
xTAy. 此时，他的期望收益是 maxx miny x

TAy；
同理，如果玩家 2先手，则玩家 1的期望收益为 miny maxx xTAy. 事实上，下面的 Minimax定理表
明，事实上它们是相等的！

Theorem 2.1. Minimax定理
对于矩阵 A ∈ Rm×n，有：

max
x

min
y
xTAy = min

y
max
x
xTAy

我们先给出几个引理：

Lemma 2.1. 凸集分离定理：
若凸集 B ⊂ Rd, x /∈ B，则存在向量 α ∈ Rd 和常数 a，使得 α · x = a < α · y, ∀y ∈ B，亦即，凸集
B 和 x被超平面 α · t = a分离。

Lemma 2.2. A为m× n维矩阵，其m个 n维行向量记为 ai, i = 1, . . . ,m，则下列二者之一成立：
1. 0n位于 {a1, . . . , am, e1, . . . , en}的凸包2中。ei, i = 1, . . . , n是 n个 n维单位行向量，0n = (0, . . . , 0)。
2. 存在一个向量 x0 ∈ ∆n，使得 ai · x0 > 0, ∀i = 1 . . .m.

证明. 如果情形 1不成立，则可对 0n和这些向量的凸包使用凸集分离定理，即可得到情形 2.

证明. 对于矩阵 A ∈ Rm×n，有：我们先证明：

max
x

min
y
xTAy ≤ min

y
max
x
xTAy

不妨设maxx miny x
TAy = xT0Ay0,miny maxx xTAy = xT1Ay1. 那么，根据定义，我们有：∀y, xT0Ay0 ≤

xT0Ay，以及 ∀x, xT1Ay1 ≥ xTAy1.
特别的，我们有：xT0Ay0 ≤ xT0Ay1 ≤ xT1Ay1，命题得证！
下面考虑上面引理 2的两种情形：

2向量 x1, . . . , xk 的凸包 conv(x1, . . . , xk) ≜ {x|x =
∑k

i=1 a1x1 + · · · + akxk, (a1, . . . , ak) ∈ ∆k}，容易验证这是一个凸集。
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情形 1：根据凸包的定义，存在和为 1的非负实数 s1, ..., sn+m，使得
∑m

j=1 aijsj+sm+i = 0, ∀i =
1, . . . , n. 注意到，s1, ..., sn 不全为 0，从而可以定义 m维列向量 ȳ：ȳi = si/

∑n
i=1 si，则 y ∈ ∆m，

且
∑n

j=1 aij ȳj = −sn+i/
∑n

i=1 si ≤ 0, ∀i，从而，miny maxx xTAy = miny maxmi=1{
∑n

j=1 aijyj} ≤
maxmi=1{

∑n
j=1 aij ȳj} ≤ 0。

情形 2：同理，我们有：maxx miny x
TAy ≥ miny x0

TAy = minn
i=1{ai · x0} ≥ 0.

综上，我们证明了对于 0，要么maxx miny x
TAy ≤ miny maxx xTAy ≤ 0，要么 0 ≤ maxx miny x

TAy ≤
miny maxx xTAy，也就是两个式子的值必然在其同侧。由于该结论对任意的矩阵 A成立，对任意的
常数 c，令 B = A− c，则说明两个式子的值必然也在 c同侧。从而，两个式子的值必须相等，命题
得证！

Definition 2.4. 双人零和博弈的均衡
在零和博弈中，我们将求解 V = maxx miny x

TAy所得到的策略 (x∗, y∗)称为一个均衡。因此，任意
一个零和博弈必定存在一个均衡。并且，任意均衡策略中玩家 1和玩家 2的收益分别由 V 和 c− V

给出。V 称为该博弈的价值。
一个策略 (x∗, y∗)是均衡的当且仅当对任意的策略 x, y，xTAy∗ ≤ x∗TAy∗, x∗TAy ≥ x∗TAy∗，也就
是说，两个玩家都无法通过单方面更改自己的策略提升自己的收益。

根据Minimax定理，双人零和博弈中理性玩家的收益实际上与先后手无关，理性玩家的期望收
益为一个定值。从某种意义上来说，这其实相当于两个玩家达成了某种“默契”，通过各自理性的
制约，最终走向了一个均衡的策略。我们通过一个例子来更深入地理解这个概念。

Example 2.1. 对于石头剪刀布博弈：
（1）(石头，剪刀)不是一个均衡。（之后均默认一对策略（a,b）中 a表示玩家 1的策略，b表示玩家
2的策略）
（2）该博弈不存在纯策略均衡。
（2）该博弈的唯一一个混合策略均衡是（各以概率 1/3出石头剪刀布，各以概率 1/3出石头剪刀布）。

证明.（1）对于玩家 2来说，他可以通过将策略从“剪刀”更改为“布”将自己的收益从 0提升到 1，
因此这对策略不是均衡。
（2）在该博弈中，策略的制胜关系为：“石头 >剪刀 >布 >石头”。因此，对于该博弈的任意一对纯
策略 (a, b)，玩家 1会偏移到使得 a恰好胜过 b的策略，而玩家 2会偏移到使得 b恰好胜过 a的策
略。但是制胜关系的循环周期为 3，因此这两个关系不能同时满足，从而不存在纯策略均衡。
（3）我们直接计算 maxx miny x

TAy：

xTAy =
(
x1 x2 x3

)
1/2 1 0

0 1/2 1

1 0 1/2



y1

y2

y3

 =
1

2
(x1y1 + x2y2 + x3y3) + (x1y2 + x2y3 + x3y1).

max
x

min
y
xTAy = max

x
(min

y
(
1

2
(x1 + x3)y1 +

1

2
(x2 + x1)y2 +

1

2
(x3 + x2)y3)

= max
x

min{1
2
(x1 + x3),

1

2
(x2 + x1),

1

2
(x3 + x2)} = 1/3

倒数第二步是因为：对任意参数 a = (a1, ..., an)和向量 y = (y1, . . . , yn) ∈ ∆n，根据 yi 非负
且和为 1，有：a1y1 + · · · + anyn ≥ min{a1, . . . , an}(y1 + · · · + yn) = min{a1, . . . , an}；并且假设
j = argmini{ai}，则取 y = ej 时，取得等号。因此，miny∈∆n

{
∑n

i=1 aiyi} = min{a1, . . . , an}.
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最后一步是因为min{ 1
2
(x1 + x3),

1
2
(x2 + x1),

1
2
(x3 + x2)} ≤ 1

3
(x1 + x2 + x3) = 1/3，且等号取得

当且仅当 x1 = x2 = x3 = 1/3。从而，玩家 1的均衡策略必为以 1/3的概率选取各个策略。同理，玩
家 2的均衡策略也为以 1/3的概率选取各个策略。根据取等条件，这是该博弈的唯一一个均衡。

Remark 2.1. 常见疑问：
在石头剪刀布中看起来后手具有必胜策略，例如，如果通过晚出观察到对手的出手后再出手，那么
似乎是必胜的。
解释：这个问题实际上违反了博弈的定义。在博弈的决策过程中，两个人必须先给出自己的策略，
然后再获得博弈的结果。策略的不确定性出现在博弈的结果出现之前。由于石头剪刀布中，作出决
策的人和执行结果的人是同一个，所以可能会引发混淆。如果我们将过程改为：两个人各自告诉计
算机一个策略，并且由计算机执行结果足够多次使得两个各自获得期望收益，就不会混淆了。

2.2 双人零和博弈均衡的计算

在提出了零和博弈的均衡概念以及存在性之后，一个很自然的问题是，给定玩家的支付矩阵，
能否高效地计算该矩阵的一个均衡？这一部分，第一节，我们将介绍利用线性规划的多项式时间精
确算法；第二节，我们将引入预测理论的一些概念，并给出迭代的高效近似算法。

2.2.1 线性规划算法

一个比较自然的想法是从定义出发。我们之前给出了判定策略 (x∗, y∗)是均衡的充要条件：对
任意的策略 x, y，xTAy∗ ≤ V, x∗TAy ≥ V，其中 V 为该博弈的价值。这说明，玩家 1 的某个策
略 x∗ 是均衡策略当且仅当对玩家 2的任意策略 j，

∑m
i=1 x

∗
iAij ≥ V。这是因为，一方面，这使得

x∗TAy ≥ V, ∀y，另一方面，根据 V 的定义，V = maxx miny x
TAy ≥ miny x

∗TAy，而上面的分析
表明玩家 1可以使用策略 x∗ 保证自己得到的收益不小于 V，因此，总有 miny x

∗TAy ≥ V。因此，
V = miny x

∗TAy。如果取 y∗ = argminy x
∗TAy，那么 x∗Ay∗ ≥ V = maxx xTAy∗ ≥ xTAy∗，对任意

策略 x成立。
根据这个命题，我们可以提出一个对应的线性规划问题：

∀1 ≤ j ≤ n,
∑m

i=1 xiAij − v ≥ 0

∀1 ≤ i ≤ m xi ≥ 0∑m
i=1 xi = 1

Maximize v

(2.1)

注意，这里巧妙地把规划问题的目标函数设定为了 v。这是因为，一方面上面的推导过程表明，当
v = V 时，该线性规划程序有解 x∗，且必然是一个均衡策略；另一方面，V 的定义表明，该问
题在 (V,+∞) 上无解，否则我们可以得到一个策略 x∗，使得对任意 y，x∗TAy ≥ v > V . 但是
V = miny maxx xTAy ≥ miny x

∗TAy ≥ v > V，矛盾！
使用以上程序求出 x∗ 和 V 后，根据充要条件，y∗ 是对应的均衡策略当且仅当对任意策略 x，

xTAy∗ ≤ V，因此我们同样可以直接给出关于 y的线性规划：

∀1 ≤ i ≤ m,
∑n

j=1 yjAji − V ≥ 0

∀1 ≤ j ≤ n yj ≥ 0∑n
j=1 yj = 1

Maximize y1
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这里的目标函数是随意选取的。
这样，由于线性规划的求解具有多项式时间复杂度，我们事实上就得到了求解一对零和博弈均

衡策略的多项式时间算法。

Exercise 2.1.
1. 证明：双人零和博弈的均衡具有可交换性：
假设零和博弈 (A,B)的纳什均衡为 (γ1, γ2)和 (σ1, σ2)，那么 (γ1, σ2), (σ1, γ2)也是纳什均衡，且这
四个均衡中玩家 1的收益完全相等。
2. 写出线性规划算法 2.1的对偶规划，并证明：该规划给出了玩家 2的一个均衡策略。

Remark 2.2.
1. 根据习题 1的结论，将线性规划算法 2.1和习题 2的对偶算法的解组合起来也是一个均衡策略。
2. 这两个对偶算法事实上就是在优化中求解问题 maxx miny x

TAy和 miny maxx xTAy的标准程序。

2.2.2 预测论与虚拟博弈

除了线性规划的思想，另一个比较自然的想法是模拟现实中两个玩家做重复博弈，最终相互学
习和妥协，逐渐走向一个均衡的过程。由于不同的模拟可以导出不同的算法，所以这是一类统称“虚
拟博弈”(Fictitious Play)的算法。它们模拟了“学习”一个均衡的过程，而且效率很高，所以在信息
论、在线算法 (Online Algorithm)、机器学习的生成对抗网络 (GAN)等领域中有广泛的应用和讨论。
虚拟博弈的思想来源于预测论 (Prediction Theory)。预测论试图通过对某个序列的结果进行预

测。亦即：对于在时刻 t = 1, 2, ...不断生成的序列 {yt}nt=1，在每个时刻 t，预测者要基于之前的观
察 {y1, ..., yt−1}和某些信息来预测 {yt}，并试图达到最大的正确率。
预测论听起来很像统计学。但是，统计学往往假设 {yt}产生自一个固定的分布族 F，并且希望

通过若干统计量（如样本期望，样本方差等）来确定数据具体来源于哪个分布。与其不同，预测论
不对序列 {yt}做任何假设，而是假设存在若干个“专家”，他们在每个时刻会提出各自的建议。预
测者的目的是基于这些建议做出最正确的预测。我们通过下面的例子展示预测论的一些基本概念和
思想：

Example 2.2. 假设预测者需要预测一个序列 {yt}∞t=1, yt ∈ {0, 1}。从时刻 1开始，在每个时刻 t，N
个专家会分别给他一个建议 ft,i, i = 1, . . . , N，他需要基于这些建议给出一个预测 p̂t ∈ {0, 1}。做出
预测后，他会被告知 yt 的真实值。他的目的是给出某个决策程序，使得自己犯错的总次数尽可能
小。考虑下面的两种情况：
（1）若已知至少有一名专家的预测是一定正确的，给出一个犯错总次数有限的决策程序。
（2）若已知存在一名专家，在前m次的预测中保证至多犯 km次错，k为某个常数，给出一个在前
m次犯错总比例仅与 k相关的决策程序。

证明.（1）一个很自然的想法是维护一个“可信专家集”，并且决策仅依赖他们的建议，例如，在他
们的建议里面随机选择一个采纳。一开始，这个集合包含所有的专家，但是某个专家一旦犯错就将
他移出这个集合。这样，就能保证这位预测一定正确的专家总是留在可信集内。采用这种策略，可
以得到一个自然的错误上界 N − 1：因为预测者每次犯错就意味着至少有一个专家变得不可信，而
一开始 N个专家都可信，最终至少还剩一个专家，所以犯错次数至多为 N − 1。
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但是，事实上我们可以对决策过程略微改进一下，大幅降低犯错次数的上界。我们考虑“少数
服从多数”的原则，每次从可信专家集的建议中采纳出现次数较多的建议 0/1。这样，一旦犯错，那
么至少有一半的专家都变得不可信。从而，犯错的次数至多是 ⌊log2N⌋次。
（2）由于我们现在无法保证一定有一个专家是正确的了，所以不能再采用之前一旦错误就不信

任的方法。然而，我们注意到其实信任与不信任的本质区别在于，不信任的专家的建议在决策中的
权重为 0；因此我们自然地考虑对N 个专家各自维护一个权重 wi，并且专家若犯错一次，则将其权
重更新为 βwi，亦即之后减少他的策略的权重。我们注意到之前的方法正式 β = 0的特殊情形。
这样，我们构造的策略是：在第一步时对所有专家赋予一个权重 wi = 0，之后每一轮将上一次

预测错误的专家的权重更新为 βwi。在做决策时，我们比较所有给出预测 1的专家的总权重和给出
所有预测为 0的专家的总权重，哪个总权重更高，我们就使用哪个预测。这样，我们可以保证，我
们一旦犯错，那么至少有占据一半权重的专家犯错。
因此，假设我们在前m次中总共犯了m∗ 次错，那么，每次犯错会导致总权重从W 至少减少

到W/2 + βW/2，而一开始的总权重为 N，那么最终的总权重至多为：(
1 + β

2

)m∗

N

但是，根据条件，至少有一名专家，他至多会犯 km次错，故权重至多会被减少 km次，故他的权
重至少是 βkm. 综合以上两个式子，有：

βkm ≤
(
1+β
2

)m∗

N

解得：m∗

m
≤
⌊

log2 N

m log2
2

1+β

+ k
log2(1/β)
log2

2
1+β

⌋
从而得到了一个错误比例仅与 k 有关的决策。特别的，当决策总次数 m → ∞时，该比例趋近于
k log(1/β)

log(2/(1+β))
，β → 1时取到最小值 2k. 而且，即使是m比较小的情况，我们的决策也能保证受到专

家总数量 N 的影响很小。

从这个例子里，我们可以看到很多决策论的基本思想，例如，为不同的建议加权，总是选择能
够引入最多信息的决策等等。下面，我们给出专家建议决策的一个正式的数学模型。这个模型和
上面例子的区别主要是引入了损失函数。因为，在决策空间比 {0, 1}更大的情况下，不再能够使用
“对/错”简单地描述决策的结果。

Definition 2.5. 专家建议决策：
参数：决策空间 D，D是凸向量空间，结果空间 Y，损失函数 l : D × Y → R，专家集合 E.
对于每一轮 t = 1, 2, ...:
（1）专家们提供建议 {fe,t ∈ D : i ∈ E}.
（2）预测者选择预测 p̂t ∈ D.
（3）环境揭示结果 yt ∈ Y .
（4）决策者遭受损失 l(p̂t, yt)，每个专家 e遭受损失 l(fe,t, yt).

从而可以定义：
玩家的累积损失：L̂n ≜

∑n
t=1 l (p̂t, yt).

专家 e的累积损失：Le,n ≜
∑n

t=1 l (fe,t, yt)

预测者的目标：
最小化自己的累积损失和每个专家 e的累积损失之差，即没有遵守专家的建议导致的损失，称
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为后悔 (regret)，即：
Minimize: Re,n ≜ L̂n − Le,n

定义第 t轮中对专家 e的后悔为 re,t = l (p̂t, yt)− l (fe,t, yt).

那么，将上面例题的思想略作推广，就可以得到在关于专家建议决策问题的一个决策机制：
我们只考虑专家总数有限的情况，因此不妨设共 N 个专家，编号为 1, 2, . . . , N。在时刻 t，假

设这些专家的后悔分别为 R1,t, . . . , RN,t。根据定义，一个专家的后悔值越高，说明他的建议越本该
被采纳。仿照上面的思想，我们希望构造关于后悔值的非负权重函数 w，使得后悔值越高，权重就
越大。这样，在第 t轮时，这些专家的权重分别为 (w(R1,t, . . . , RN,t))，因此预测者在这一轮的预测
应该为：

p̂t =

∑N
i=1w(Ri,t−1)fi,t∑N
j=1w(Rj,t−1)

Lemma 2.3. 如果损失函数 l对于第一个参数是凸的，那么：

sup
yt∈Y

N∑
i=1

ri,tw (Ri,t−1) ≤ 0

证明. 使用 Jensen不等式，有：

t (p̂t, y) = l
(∑N

i=1 w(Ri,t−1)fi,t∑N
j=1 w(Rj,t−1)

, y
)
≤

∑N
i=1 w(Ri,t−1)l(fi,t,y)∑N

j=1 w(Rj,t−1)

即：
∑N

i=1w (Ri,t−1) (l (p̂t, y)− l (fi,t, y)) =
∑N

i=1w (Ri,t−1) ri,t ≤ 0

这个引理的给出了这种加权结构的一个优良性质，即：不论序列中下一个出现的元素是什么，
采用加权方法给出的新策略都能保证这一轮中所有的后悔值的加权和的上界为 0。而且，更重要的
是，这种形式和方向导数很接近。我们下面说明：通过构造特定势函数，那么这种结构可以进一步
转换为更加有利于分析的形式。
将时刻 t对所有专家的后悔值记为一个向量 rt = (r1,t, . . . , rN,t)，该向量在时间 t上的累积为

Rt =
∑t

j=1 rj，那么，定义关于 n维向量 u的势函数 Φ(u) = ψ
(∑N

i=1 ϕ(ui)
)
，如果我们取 w = ϕ′，

则：

∇Φ(u) = ((ψ′(
N∑
i=1

ϕ(ui))ϕ
′(u1), . . . , (ψ

′(
N∑
i=1

ϕ(ui))ϕ
′(uN ))

从而，上面引理的等价形式为：supyt∈Y

∑N
i=1 rt · ∇Φ(Rt−1) ≤ 0.（Blackwell条件）

为了保证现在的权重函数 ϕ′满足一开始的三个条件，即：非负、单调递增，我们需要 ϕ是非负
单调递增的凸函数。
根据方向导数小于等于 0的条件，利用泰勒展开，我们立即得到：

Φ(Rt) =Φ (Rt−1 + rt)

=Φ (Rt−1) +∇Φ(Rt−1) · rt +
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

∣∣∣∣∣
ξ

ri,trj,t ≤ Φ(Rt−1) +
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

∣∣∣∣∣
ξ

ri,trj,t
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我们对余项进行估计：

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2Φ

∂ui∂uj

∣∣∣∣∣
ξ

ri,trj,t

= ψ′′

(
N∑
i=1

ϕ (ξi)

)
N∑
i=1

N∑
j=1

ϕ′ (ξi)ϕ
′ (ξj) ri,trj,t

+ ψ′

(
N∑
i=1

ϕ (ξi)

)
N∑
i=1

ϕ′′ (ξi) r
2
i,t

= ψ′′

(
N∑
i=1

ϕ (ξi)

)(
N∑
i=1

ϕ′ (ξi) ri,t

)2

+ ψ′

(
N∑
i=1

ϕ (ξi)

)
N∑
i=1

ϕ′′ (ξi) r
2
i,t

≤ ψ′

(
N∑
i=1

ϕ (ξi)

)
N∑
i=1

ϕ′′ (ξi) r
2
i,t (假设 ψ是凹函数)

ldc: [这个计算过程没什么技巧，也许可以留作习题？]迭代地使用这个结果，即可得到定理：

Theorem 2.2. 若 ψ 为二阶可导凹函数，ϕ 为非负单调递增的二阶可导凸函数，则其定义的函数
Φ(u) = ψ

(∑N
i=1 ϕ(ui)

)
使得：

Φ(Rt) ≤ Φ(0) + 1
2

∑t
j=1 C(rj)

其中，C (rt) = supu∈RN ψ′
(∑N

i=1 ϕ (ui)
)∑N

i=1 ϕ
′′ (ui) r

2
i,t

使用这个定理，我们可以对许多不同类型的加权函数进行分析，如使用 p-范数加权，指数加权
等。这里我们给出指数加权的分析。
注意到：ln(x)/λ是二阶可导凹函数，而 eλx是非负单调递增的二阶可导凸函数，我们可以给

出一个满足条件的势函数
Φη(u) = 1

η
ln
(∑N

i=1 e
ηui

)
从而，有 wi,t−1 = ∇Φη (Rt−1)i =

eηRi,t−1∑N
j=1 eηRj,t−1

，预测者的预测为：

p̂t =

∑N
i=1 exp

(
η
(
L̂t−1 − Li,t−1

))
fi,t∑N

j=1 exp
(
η
(
L̂t−1 − Lj,t−1

)) =

∑N
i=1 e

−ηLi,t−1fi,t∑N
j=1 e

−ηLj,t−1

从而，权重函数可以化简为 wi,t−1 = e−ηLi,t−1 .
这表明指数加权方法有着非常好的性质。一方面，预测者的预测仅与各个专家的总后悔值有

关，和预测者自己的后悔值无关；另一方面，两轮之间权重的变化更新非常容易，因为根据定义，
Li,t = Li,t−1 + ri,t，因此，在新的轮次中，我们只需要将每个专家的权重更新为原来权重和 e−ηri,t

的乘积。
下面我们用上面的估计定理对玩家的累计后悔值给出一个上界：

Corollary 2.1. 指数加权上界：
假设损失函数关于第一个参数凸，并且取值范围为 [0, 1]，则对任意 n和 η > 0：

L̂n − min
i=1,...,N

Li,n ≤ lnN
η

+
nη

2
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证明. 代入 ϕ(x) = eηx, ψ(x) = (1/η) lnx，有：

ψ′

(
N∑
i=1

ϕ (ui)

)
N∑
i=1

ϕ′′ (ui) r
2
i,t ≤ η max

i=1,...,N
r2i,t ≤ η.

从而，C (rt) ≤ η，则

max
i=1,...,N

Ri,n ≤ Φη (Rn) ≤
lnN
η

+
nη

2

其中第一个不等式是由于琴生不等式：ϕη(Rn) =
ln(

∑N
i=1 eηRi,n )

η
≥

∑N
i=1 ηRi,n

η

那么，这个结论在虚拟博弈中的对应是什么呢？我们先给出下面的算法，然后讨论该算法和上
面介绍的决策论的相似性。

光滑虚拟博弈

给定参数族 {ηt0 : t = 1, 2, 3, ...}
对 t从 1开始迭代：

1. 玩家 1选择策略 xt：使用第 i个策略的概率与 eη
t
0π

t
i 成正比，其中 πt

i 表示策略 i在玩家 2使
用混合策略 ŷt−1 = 1

t−1

∑t−1
s=1 y

s的期望收益
2. 玩家 2选择策略 yt：使用第 j 个策略的概率与 eη

t
0π

t
j 成正比，其中 πt

j 表示策略 j 在玩家 1使
用混合策略 x̂t−1 = 1

t−1

∑t−1
s=1 x

s的期望收益
3. 两个玩家分别收到更新后的 xt, yt

Theorem 2.3. 设零和博弈为 (A,−A)，A ⊂ Rn×n，且A的所有分量恰好在 [0, 1]内，则对任意 ϵ > 0，
以上算法若选取 ηt0 =

√
2t lnn，则可以在 T = O(log(n)/ϵ2)的时间内得到到一个 ϵ-近似均衡。一个

策略对是 ϵ-近似的，若其中任一玩家的最佳反应和当前策略的期望收益差不超过 ϵ.

证明. 我们注意到，在该虚拟博弈中，两个玩家的交互行为实际上对每个玩家来说，都相当于一个
决策问题：在这里，专家就是玩家的各个纯策略，而玩家对各个策略的权重由该策略应对对方的累
积收益决定；每一轮开始，两个玩家要各自选择一个混合策略，而在结束时了解到本轮对方选择的
策略信息，并收获当前轮次的收益；玩家要参考之前的收益，预测这一轮使得自己收益最大的策略，
也就是对方将要使用的策略 yt的最佳反应。
对玩家 1，该决策问题的参数为：
N = n：每个纯策略对应一个专家；
fi,t = i：每个专家的建议就是该纯策略；
xt, yt：第 t轮中玩家 1和对手的决策；
ŷt =

∑t
j=1 yj

t
：前 t轮中对手的平均策略；

l(i, y) = −eTi Ay：损失函数为当前纯策略在应对对手策略 y的负效用，因此，一个纯策略带来
的效用越高，损失就越小。l关于第一个参数是线性的，所以必然是凸函数。

Li,t =
∑t

j=1 l(i, yj) = −eTi A
(∑t

j=1 yj

)
：第 i个策略的累积损失为前 t轮的效用和的相反数。

wi,t = e−ηLi,t = eηe
T
i A(

∑T
j=1 yj)etηe

T
i Axt .

如果取参数 η = η0

t
，则我们构造出来的的决策问题和光滑虚拟博弈完全相同。代入 η0 = ηt0 =

√
2t lnn，有 η = ηt0 =

√
2 lnn/t。代入推论 2.1，有：L̂t −mini=1,...,n Li,t ≤

√
2t lnn.
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我们注意到，根据线性性，纯策略 1, ..., n中必然有应对 x̂t的最佳策略，从而mini=1,...,n Li,t的
值等于前 t轮可能采取的最佳策略的后悔值。因此，L̂t −mini=1,...,n Li,t = Rt. 从而，如果将博弈进
行 t轮，则前 t轮博弈的平均后悔值小于等于

√
2 lnn/t. 我们立即得到一个推论：对于任意 ϵ > 0，

如果我们希望前 t轮的平均后悔值小于 ϵ，我们只需要取 t = 4 lnn/ϵ2.
最后，我们证明，最终得到的 (x̂t, ŷt)即为所求的 ϵ-近似均衡。
定义玩家 1的平均收益为 v = 1

t

∑t
j=1 x

T
j Ayj . 那么，根据上面关于后悔的结论（对两个玩家分

别使用），有：

v ≥

(
max
x

1

t

t∑
t=1

xTAyt

)
− ϵ

2
=
(
max
x
xTAŷt

)
− ϵ

2

v ≤

(
min
y

1

t

t∑
t=1

(
xt
)T
Ay

)
+
ϵ

2
=

(
min
y
x̂Tt Ay

)
+
ϵ

2

因此，对于策略 (x̂t, ŷt)的任何偏离，例如 (x, ŷt)，根据式 1，有 xTAŷ ≤ v+ ϵ
2
，故其比起 x̂至多能

获得 ϵ
2
的收益；对于 y的偏离同理。综上，命题得证！

Exercise 2.2.
1. ldc: [上面的计算？]

2. 利用定理 2.2证明以下结论：如果损失函数对一个参数凸，且取值范围为 [0, 1]，选取势函数

Φ(u) = ||u+||2p ≜
( ∑

ui>0,1≤i≤N

(ui)
p

)2/p

，则
L̂n −min

i
Li,n ≤

√
n(p− 1)N2/p

3. 已知计算 n× n矩阵和 n向量乘法的时间复杂度为 O(n2)，证明：光滑虚拟博弈算法的时间复杂
度为 O(n2 logn/ϵ2).
4. 为了展示势函数的作用，定理 2.2的证明思路和例题并不相同。事实上，用例题的证明思路，定
义Wt =

∑N
i=1wi,t，利用 Wn

W0
的上下界，也可以证明定理 2.2。按照如下提示，给出证明：

（1）证明：
ln Wn

W0

≥ −η min
i=1,...,N

Li,n − lnN.

（2）利用 Hoeffding不等式：对任意随机变量 X 取值范围 [a, b]，lnE
[
esX
]
≤ sEX + s2(b−a)2

8

，证明 ln Wt

Wt−1
≤ −ηℓ (p̂t, yt) + η2

8

（3）结合以上两式，可得：L̂n −mini=1,...,N Li,n ≤ lnN
η

+ nη
8

Remark 2.3. 由于迭代方式有很多种，虚拟博弈也有很多种类。例如，经典虚拟博弈算法为：在第 t

轮，两个玩家分别给出对方策略在前 t轮的平均的最佳反应。这个算法看起来非常简单，然而，由
于一个策略可以有多个最佳反应，如何选择最佳反应对于算法的结果影响很大。2014年，[16]证明
了在对抗情况下（最坏地选取最佳反应）该算法需要指数轮才能收敛到 ϵ-均衡；而一般情况下经典
虚拟博弈是否在多项式轮次内收敛的问题至今仍然未被解决。

3 纳什均衡的定义与存在性

上文中的“均衡”概念很容易推广到一般的博弈中。1951年，纳什推广了上面的概念，定义了
纳什均衡，并证明了任意博弈都存在纳什均衡。
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Definition 3.1. 纳什均衡：
对于一般的双人博弈，假设两个玩家分别有m和 n个策略，并且支付矩阵分别为 A和 B，我们称一
对混合策略 (x∗, y∗)为纳什均衡，若其满足：

xTAy∗ ≤ x∗TAy∗, ∀x ∈ ∆m

x∗TBy ≤ x∗TBy∗, ∀y ∈ ∆n

我们之后同样用 (A,B)直接指代对应的博弈。

容易验证，(x∗, y∗)是纳什均衡当且仅当 x∗是 y∗的最佳反应，y∗也是 x∗的最佳反应。
上一节我们讨论的双人零和博弈的均衡就是零和博弈的纳什均衡。直观上来说，纳什均衡可以

理解为两个玩家之间的一个特别的约定。在这个约定中，双方都没有动机在选取策略时偏离约定，
因为假设对方遵守约定，那么遵循理性原则，自己也应该遵守约定。
这个概念在哲学上的重要性在于，它表明，即使是完全理性（自私）的玩家之间，也必然能达

成某种不会背叛的合作关系。
下面，我们证明纳什均衡的存在性。由于纳什的初始证明比较复杂，这里我们展示的是Geanako-

plos等人 [20]用 Brouwer不动点定理给出的一个非常自然的证明。3

Theorem 3.1. Brouwer不动点定理：
如果 C 是 Rd 的一个紧致凸子集，函数 f : C → C 连续，则其必然存在一个不动点 x ∈ C 使得
f(x) = x.

该定理非常经典，而且证明比较复杂（参考尤承业《基础拓扑学讲义》第八章：映射度与不动
点），与我们的主题也关系不大，我们在此省略。
现在，我们考虑如何把纳什均衡转化为不动点问题：

Theorem 3.2. 纳什均衡的存在性：任意一个双人博弈 (A,B)都存在一个纳什均衡 (x∗, y∗).

证明. 定义 C = ∆m ×∆n。由于任意两个概率分布的凸组合仍然是一个概率分布，并且 C 有界，因
此 C 是 Rn+m的一个紧致凸子集，满足使用 Brouwer不动点定理的条件。
我们知道，纳什均衡的本质是两个人互相达到了最佳反应。如果我们能定义函数 h : C → C，其直
接将策略对映射为其最佳反应对，亦即：

h1(x1, y1) = br(y1) = argmax
x′
1∈∆m

(x′1)
TAy1

h2(x1, y1) = br(x1) = argmax
y′
1∈∆n

xT1A(y
′
1)

(3.2)

那么 h的不动点就是纳什均衡。可惜的是，由于多个可能最佳反应的存在，这个函数并不是良定义
的。所以，我们考虑对函数做一些“正则化”，使得它良定义，亦即，取 argmax的目标函数恰好有
一个最大值点。我们自然联想到，严格凹函数就恰好具有这样的性质。
定义函数 f1 : C → ∆m，满足：

f1(x1, y1) = argmax
x′
1∈∆m

{(x′1)TAy1 − ||x′1 − x1||22}

f2(x1, y1) = argmax
y′
1∈∆n

{xT1A(y′1)− ||y′1 − y1||22}

3初始证明用到了 Kakutani不动点定理。事实上可以证明，Kakutani定理和 Brouwer定理是等价的，但是这里我们用 Brouwer定理，因
为它的形式更加简单。本节的练习题中介绍了 Kakutani不动点定理和如何用它证明 Nash均衡的存在性。
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下面，我们证明 f : C → C : f(x, y) = (f1(x), f2(y))是一个连续函数，并且它的不动点是一个纳什
均衡。
注意到，关于 x′1，(x′1)TAx2是线性的，而 ||x′1 −x1||22是严格凸的，因此，这个添加距离惩罚项的操
作让目标函数从线性函数变成了严格凹函数，因此保证了最大值点的唯一性，因此 f 是良定义的。
并且，函数 f 是连续的。（证明留作习题）
最后，策略 (x, y)是 f 的不动点当且仅当其为纳什均衡：
(x, y)是纳什均衡，当且仅当 x是 y的最佳反应且 y是 x的最佳反应。
x是 y的最佳反应当且仅当对任意 x′，有 (x′)TAy ≤ xTAy ⇔ (x′)TAy−||x′−x||22 ≤ xTAy−||x−x||22，
等价于 f1(x, y) = x；同理，x是 y的最佳反应当且仅当 f2(x, y) = y，因此，(x, y)是 f 的不动点当
且仅当其为纳什均衡。

Exercise 3.1.
1. Kakutani不动点定理：

X 为欧氏空间中非空紧凸集，C : X → 2X 有闭图像（对任意序列 {xn}, {yn} ⊂ X,xn →
x, yn → y，若对任意 i，yi ∈ C(xi)，则 y ∈ C(x)），且任给 x ∈ X 有 C(x)为非空闭凸集。则存在
x∗ ∈ X ,使得 x∗ ∈ C (x∗)。
对函数 h（式3.2）使用 Kakutani不动点定理，证明纳什均衡的存在性。

4 纳什均衡的常见算法

虽然纳什均衡的存在性证明非常简单，而且我们在上一节也轻松给出了零和博弈的多项式时间
精确算法，但是一般地计算一个纳什均衡则相当困难。我们在下一节计算复杂性的部分会给出纳什
均衡的计算复杂性类，并且给出其不存在多项式时间算法的证据。因此，这一节中我们给出的纳什
均衡算法没有多项式时间保证。为了方便讨论，在这一节中，我们假设m = n。

4.1 近似纳什均衡

我们首先严格定义近似纳什均衡。
注意到，均衡的定义实际上仅和各个策略之间的相对大小有关，亦即纳什均衡具有某种意义上

的不变性：

Theorem 4.1. 纳什均衡的不变性：
如果 (x∗, y∗)为博弈 (A,B)的纳什均衡，那么它也是博弈 (A+ c,B + c)和博弈 (kA, kB)的纳什均
衡。其中 A+ c ≜ (Aij + c)，a, c为正实数。

证明. 只需注意 xTA ≤ x∗TA等价于 xT (A+ c) ≤ x∗T (A+ c)，等价于 xT (kA) ≤ x∗T (kA).

Corollary 4.1. 博弈的标准化：
根据上面的定理，在仅涉及到纳什均衡的讨论时，我们可以不妨对矩阵 A,B 做标准化，使得 A,B

的所有分量都恰好位于区间 [0, 1]中（即：所有分量位于 [0, 1]内，且如果不是常矩阵，则恰好存在
某两个分量取得 0和 1）。同理，在零和博弈中仅涉及到均衡的讨论时，我们可以不妨令 A+B = 0。
事实上，这也是我们将零和博弈称为零和博弈而不是常和博弈的原因。之后我们涉及的讨论，若无
说明，均假设矩阵 A,B 的所有分量恰好位于区间 [0, 1]中。
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在设定了输入矩阵 A,B 的取值范围之后，我们就可以定义近似纳什均衡了。

Definition 4.1. ϵ−近似纳什均衡：
对于一般的双人博弈 (A,B)，策略对 (x̂, ŷ)称为 ϵ−近似纳什均衡，如果：

x̂TAŷ ≥ xTAŷ − ϵ ∀x,
x̂TBŷ ≥ x̂TBy − ϵ ∀y

显然，ϵ越小，近似纳什均衡就越接近纳什均衡。特别的，当 ϵ = 0时，得到的就是纳什均衡。
而且，可以看到，近似纳什均衡的近似度事实上和矩阵 A和 B的放缩是相关的。如果 (x, y)是博弈
(A,B)的 ϵ−近似纳什均衡，那么 (x, y)是 (kA, kB)的 kϵ−近似纳什均衡。因此，如果对支付矩阵
的规模不做限定，就不能使用这个定义来分析算法的一般情况。

4.2 LMM采样算法

2003年，Lipton, Markakis和 Mehta[27]提出了一个对任意 ϵ > 0，时间复杂度为 nO(logn/ϵ2) 的
算法，下面简称 LMM采样算法。我们介绍这个算法是因为当 ϵ为常数时，这个算法虽然不是近似
算法，但是可以达到拟多项式（quasi-polynomial，即 2O(logc n)，c > 0为某个常数）级别，实际效率
相当高。
注意到，任意混合策略 x是在所有纯策略上的一个概率分布。因此，supp(x) = {i|xi ̸= 0}给出

了 x使用的纯策略的数量。| supp(x)|称为 x的样本数量。我们称一个策略 x是 k-一致的，如果其
样本数量小于等于 k.
该算法的思路非常直接：首先证明存在样本数量为 O (logn/ϵ2)的 ϵ-近似纳什均衡，然后枚举

所该类型的策略，找到该近似纳什均衡。
因此，我们分两步证明：

Theorem 4.2. 小样本近似纳什均衡的存在性：
在标准双人博弈 (A,B)中，对于任意的纳什均衡 (x∗, y∗)和 ϵ > 0，存在一对 ⌈12 lnn/ϵ2⌉-一致的策
略 (x′, y′)，使得：x′, y′是一个 ϵ-近似纳什均衡。且：∣∣∣x′TAy′ − x∗TAy∗

∣∣∣ < ϵ∣∣∣x′TBy′ − x∗TBy∗
∣∣∣ < ϵ

证明. 证明由概率方法给出。大致思想类似大数定律：以 (x∗, y∗)为概率在纯策略空间中做采样，并
且以策略在采样中的出现频率给出 (x′, y′)的分布，并证明：在采样了足够多次后，(x′, y′)的性质充
分接近 (x∗, y∗).
固定 k ≥ 12 lnn/ϵ2，以 x∗为概率分布独立地采样 k次，得到一个可重集合 U；以 y∗为概率分

布独立地采样 k次，得到一个可重集合 V。对于集合 U, V，我们直接计算各个策略在其中的出现频
率，得到概率分布 x′, y′，即：x′ =

∑
u∈U u/k, y

′ =
∑

v∈V v/k.
定理中要求的条件可以拆分为下列事件：

ϕ1 =
{∣∣∣x′TAy′ − x∗TAy∗

∣∣∣ < ϵ/2
}

π1,i =
{
eTi Ay

′ < x′TAy′ + ϵ
}
, (i = 1, . . . , n)

ϕ2 =
{∣∣∣x′TBy′ − x∗TBy∗

∣∣∣ < ϵ/2
}

π2,j =
{
x′TBej < x′TCy′ + ϵ

}
, (j = 1, . . . , n)

14



那么，我们寻找的满足条件的 (x′, y′)应该在集合GOOD = ϕ1 ∩ϕ2

⋂n
i=1 π1,i

⋂n
j=1 π2,j 中。因此，只

需要证明 Pr[GOOD] > 0。
进一步，我们考虑事件

ϕ1a =
{∣∣x′TAy′ − x′TAy∗

∣∣ < ϵ/4
}
,

ϕ1b =
{∣∣∣x′TAy∗ − x∗TAy∗

∣∣∣ < ϵ/4
}

显然 ϕ1a ∩ ϕ1b ⊂ ϕ1，从而 ϕc
1 ⊂ ϕc

1a ∪ ϕc
1b。之后我们要估计这两个事件的发生概率。

Hoeffding不等式：若 X1, · · · , Xn为独立的随机变量,且 Xi ∈ [a, b], i = 1, · · · , n。则：

∀t > 0, Pr(|X̄ − E[X̄]| ≥ t) ≤ 2 exp
(
− 2n2t2∑n

i=1 (bi − ai)
2

)

由于 y′是 y∗的 k次采样的频率，事实上我们可以将 ϕ1a中的事件看做是以期望为X = x′TAy∗

独立采样了 k个随机变量Xv = x′TAv, v ∈ V，而其均值根据定义正是 x′TAy′。并且，根据博弈的标
准性，Xv的取值范围总是 [0, 1]。的那么，根据 Hoeffding不等式，Pr(ϕc

1a) = Pr(|x′TAy′−x′TAy∗| ≥
ϵ/4) ≤ 2 exp

(
−kϵ2

8

)
. 同理，可以证明 Pr(ϕc

1b) ≤ 2 exp
(
−kϵ2

8

)
, Pr
[
ψc
1,i

]
≤ e−kϵ2/2, Pr

[
ψc
2,j

]
≤ e−kϵ2/2。

综上，代入 kϵ2 ≥ 12 lnn：4

Pr [GOODc] ≤ Pr [ϕc
1] + Pr [ϕc

2] +
n∑

i=1

Pr
[
πc
1,i

]
+

n∑
j=1

Pr
[
πc
2,j

]
≤ 8e−kϵ2/8 + 2n

[
e−kϵ2/2 + 4e−kϵ2/8

]
≤ 16n−2/3 + 2n−5 ≤ 1.

Theorem 4.3. 存在一个时间复杂度为 nO(lnn/ϵ2)的算法找到一个 ϵ-近似纳什均衡。

证明. 我们考虑直接枚举对于任意可能生成的 (x, y)，以寻找上面已经证明存在的近似均衡。
上面的采样相当于在两个玩家所有策略中可重复地选取 k次，得到 U和 V。因此，所有可能结

果的数量为
(
n+k−1

k

)2
= O(nk)；而验证一个选取的策略 (x′, y′)是否为近似纳什均衡，只需要分别

计算偏离到各个纯策略的收益和当前收益之差是否小于 ϵ即可，至多只需要 O(n2)次计算。
综上，该算法的计算复杂度为 nO(k) = nO(lnn/ϵ2).

Exercise 4.1.
1. 证明：如果在定理 4.2中去掉对 x′, y′是近似纳什均衡的要求，那么，可以使用至多 O(1/ϵ2)次采
样找到这样的策略对 (x′, y′)。

Remark 4.1. 事实上，对于任意的 n 和 ϵ，我们可以给出一个构造，表明我们给出的采样数量的界
O(logn/ϵ2)是紧的。但是构造过程非常复杂（见 [tightness nlogn]）。

4.3 Lemke-Howson算法

上一节我们介绍的 LMM采样算法虽然使用了枚举法，但理论效率并不低。不过，我们也希望
能够找到类似于零和博弈中线性规划方法的直接求解精确算法。1964年，Lemke-Howson等人提出
的算法则是一个非常好的例子。他们的思路与线性规划问题中的单纯形法非常类似，即寻找纳什均

4这里的系数 12并不重要，但是从下面的放缩中可以看出，阶 lnn/ϵ2 是必要的
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衡的组合结构，将其转化为图上的搜索问题。这个搜索问题实际上和纳什均衡计算的组合结构是紧
密相关的，我们将会在之后复杂性分析的部分深入探讨这个问题。
一个自然的想法是把纳什均衡的性质做一些抽象。在下面的讨论中，我们把两个玩家的策略

合并讨论，即：用分量 1 ∼ m 标记玩家 1 的策略，用分量 m + 1 ∼ m + n 标记玩家 2 的策略。
注意到，策略对 (x∗, y∗) 是纳什均衡要求对任意策略 x, xTAy∗ ≤ x∗TAy∗. 但是，本身 x∗ 作为
supp(x∗) 上的一个混合策略，其期望收益就是这些纯策略的加权平均。此时又要求对其中任意一
个纯策略，收益都小于等于 x∗ 的收益，因此必须有 ∀i ∈ supp(x∗), eTi Ay∗ = x∗TAy∗. 此外，还有
x∗TAy∗ = maxx xTAy∗ = maxk eTkAy∗. 同理可以对 y∗ 做类似推导。综上，我们得知，一个策略对
(x∗, y∗)是纳什均衡当且仅当：

∀1 ≤ i ≤ m,xi > 0 ⇒ (Ay∗)i = max
k

(Ay∗)k

∀m+ 1 ≤ j ≤ m+ n, yj > 0 ⇒
(
x∗TB

)
j
= max

k

(
x∗TB

)
k

为了抽象这些概念，我们定义：

P =
{
(u,x) | xi ≥ 0,

∑
xi = 1,xTB ≤ u · 1

}
Q =

{
(v,y) | yj ≥ 0,

∑
yj = 1, Ay ≤ v · 1

}
P,Q为两个多面体。这两个多面体的顶点将是我们研究的主要对象，因为多面体的顶点必然使得若
干不等式取等，如 xi = 0则说明策略 i没有出现，(xTB)j = u则说明策略 j是 x的最佳反应。并且，
根据上面纳什均衡的定义，任意纳什均衡 (x∗, y∗)，x∗, y∗ 必定分别为 P,Q的顶点（即要求部分不
等号取等）。
为了方便讨论，考虑下列变换：

P̄ =
{
x | xi ≥ 0,xTB ≤ 1

}
Q̄ = {y | yj ≥ 0, Ay ≤ 1}

那么，除了零点之外，存在 P 与 P̄，Q与 Q̄的顶点的一一对应：事实上，对 P 中任意顶点 (u,x)，
x/u是 P̄ 中顶点；对任意 P̄ 的非零顶点 x，(1/

∑
xi,x/

∑
xi)是 P 的一个顶点。Q同理。

下面，我们更加清晰地刻画 P̄ , Q̄ 的顶点和纳什均衡的关系。构造图 G1, G2，其顶点分别为
P̄ , Q̄的顶点，而两个顶点连边当且仅当对应顶点在多边形中相邻。每个顶点 x唯一对应一组紧约束
L(x) = {i | xi = 0} ∪

{
j |
(
xTB

)
j
= 1
}
, y同理。这里，我们假设讨论的纳什均衡是非退化的，亦

即对任意策略 u及其最佳反应 v，supp(u) ≤ supp(v)。这样，我们能够保证对玩家 1的任意策略 x，
|L(x)| ≤ m；对玩家 2的任意策略 y，|L(y)| ≤ n；对于顶点，|L(x)| = m, |L(y)| = n。5

这时候，我们把纳什均衡的定义转移到这个图上：我们注意到，顶点 (x, y)是一个纳什均衡当
且仅当 L(x) ∪ L(y) = {1, 2, . . . ,m+ n}. （证明留作习题）
这样，纳什均衡的计算就转化成了在图中搜索特定顶点的组合问题。基于该转化后的问题，

Lemke和 Howson提出了 Lemke-Howson算法：
取图 G1和 G2的积 G = G1 ×G2，即：V (G) = V (G1)× V (G2)，E(G) = {((u1, v1), (u2, v2)) :

(u1, u2) ∈ E(G1), (v1, v2) ∈ E(G2)}. 我们定义顶点 (u, v)的标签为 L(u, v) ∪ L(v)。考虑图 G的子图
Uk = {v ∈ V (G) | L(v) ⊇ {1, 2, . . . ,m+ n}\{k}}，那么，图 G具有以下性质：

5可以证明，退化的博弈经过恰当的扰动可以成为非退化的博弈。细节可以参考 [31]第 3.6章
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对于零向量，定义其 supp为所有分量的集合。则：对于任意 k ∈ {1, 2, . . . ,m+ n}，零点 (0, 0)

和所有的纳什均衡都属于 Uk，并且其度数在图 Uk 中恰好为 1；而其它顶点的度数则恰好为 2.
严格的证明比较复杂，我们给出一个比较直观的解释：对前者而言，通过去掉策略 k在多边形

中可以“松弛”到的方向只有 G1, G2中的恰好一个；而对后者而言，由于 |L(x) ∩ L(y)| = 1，所以
在 G1, G2 中都可以松弛，且松弛到的方向恰好有两个。由于任意图中奇数度的顶点必须有偶数个，
我们可以得到一个简单的推论：非退化博弈中恰好有奇数个纳什均衡。
据此，我们可以得到 Lemke-Howson算法：

1. 选择一个标签 k ∈ {1, 2, . . . ,m + n}作为枢轴，令 (x, y) = (0, 0)，重复步骤 2、3直到算法终
止：

2. 从顶点 (x, y)出发，在 (x, y)中扔掉标签 k，得到一个新的顶点 (x′, y′)

3. 由于 (x′, y′) ∈ Uk，因此要么 (x′, y′)是一个纳什均衡，算法结束；要么 (x′, y′)度数为 2，记
(x, y)以外的一个邻居为 (x′′, y′′)，更新 (x, y)为 (x′′, y′′).（由于顶点 (0, 0)度数为 1，根据我们
的寻径方式，不可能回到 (0, 0)）

我们注意到，L的定义实际上给出了需要满足的若干个线性约束，而纳什均衡就是这些线性约
束的解。但是，直接同时求解这些线性约束是不可能的，因为它同时涉及到 x和 y两个向量，所以
我们的思路是每次只对一个线性约束求解。这个“松弛”和“更新”的过程就是去掉/加回第 k个约
束的过程，反应在多边形上则是在多边形的顶点上沿着路径寻找纳什均衡的过程。这种寻径的方法
与单纯形法非常类似，都称为枢轴（pivoting）方法。

Exercise 4.2. 1. 证明：图 G1 ×G2的顶点是纳什均衡当且仅当 L(x) ∪ L(y) = {1, 2, . . . ,m+ n}.
2.（Lemke Howson算法实例）Lemke Howson算法的求解过程比较复杂，下面，我们用一个例子

和图示来说明算法执行的过程：

考虑矩阵 A =


3 3

2 5

0 6

 , B =


3 2

2 6

3 1

，则：
P = {x|x1 ≥ 0(1), x2 ≥ 0(2), x3 ≥ 0(3), 3x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 1(4), 2x1 + 6x2 + x3 ≤ 1(5)}

Q = {y|3y4 + 3y5 ≤ 1(1), 2y4 + 5y5 ≤ 1(2), 6y5 ≤ 1(3), y4 ≥ 0(4), y5 ≥ 0(5)}

P ,Q的顶点及其根据不等式取等条件的编号如图1所示：
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图 1: 多边形 P ,Q

编号的计算：以左边编号 345的点为例：其使得编号为 (3), (4), (5)的三个不等式取等，因此编
号为 345，右边编号为 23的点为例：其使得两个不等式取等：(2), (3)，因此编号为 23.

由于我们要还原顶点之间的移动，而顶点其实就是不等式的极值情况。因此，枢轴转换从一个
顶点移动到另一个顶点的过程其实就是让枢轴变量从取值范围的一个极值移动到另一个极值，同时
保持其他标签不变（也就是其他被标签标记的不等式的取等情况不变）的过程。
注意：下面说提及的点都是指 G1 ×G2中的点，其标签为两个集合中标签的并集。例如，零点

(0, 0, 0, 0, 0)分为 P 中的 (0, 0, 0)和 Q中的 (0, 0)两部分。(0, 0, 0)在 P 中的标签为 123，(0, 0)在 Q

中的标签为 45，因此零点的标签为 123∪45。从零点出发，以 5为枢轴，就是在Q中以 y5为枢轴。目
前，零点在 Q中的坐标为 (y4, y5) = (0, 0)，标签为 45。因此，枢轴变换就相当于从 (0, 0)的取值出
发，保持编号为 4的不等式取等不变（即 y4 = 0），让 y5从一个极值移动到另一个极值。在 Q的约
束条件下，容易求出 0 ≤ y5 ≤ 1/6。那么，我们令顶点由 (0, 0, 0, 0, 0)移动到 (0, 0, 0, 0, 1/6)，即从
45到 34的路径，标记为 a。新的顶点的标记为 123∪34，于是标签 5被“松弛”掉了。

下一步则是标签 5的更新。我们刚才在 Q中更新，再移动就要回去了。所以，这一步，我们把
目光移到 P 中。（这一步是之前描述的非均衡点度数为 2的直观表现：重复标签同时出现在 P ,Q两
个集合中，所以两边的枢轴给出了两个消去重复标签的可行方向。）由于目前重合的是标签 3，所以
这次以标签 3，即 x3 为枢轴。容易计算，在 x1 = x2 = 0和 P 的条件下，0 ≤ x3 ≤ 1/3，所以这次
应该把 x3移动到值为 1/3处，也就是沿着从 123到 124的路径 b：(0, 0, 0, 0, 1/6) → (0, 0, 1/3, 0, 1/6)

的移动。
现在，我们的标签中，4 又重复了。我们再移动到 Q 中做枢轴变换。在点 34 处，保持编号

3 的不等式 6y5 = 1 不动，求出 0 ≤ y4 ≤ 1/12，因此这次沿着从 34 到 23 的路径 c 移动：从
(0, 0, 1/3, 0, 1/6) → (0, 0, 1/3, 1/12, 1/6)。

现在，2重复了。我们在 P 中做变换。在点 124处，保持 x1 = 0, 3x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 1不动，则
0 ≤ x2 ≤ 1/3，于是沿着 124到 145的路径 d移动：从 (0, 0, 1/3, 0, 1/6)到 (0, 1/3, 1/3, 1/12, 1/6)。
此时，我们发现目前的标签集是 145∪23，所以我们现在得到了一个纳什均衡！把当前各个点的

坐标代入验算：x1 = 0, x2 = 1/3, x3 = 1/3, y4 = 1/12, y5 = 1/6，确实是一个纳什均衡。
参考上面给出的 Lemke Howson算法的实例，给出：
（1）对于一般的博弈 A,B ∈ Rm×n，给出 Lemke Howson算法实现的详细文字描述。
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（2）对于实例 A = B⊤ =


3 3 0

4 0 1

0 4 5

，以 3为初始枢轴，用 Lemke Howson算法计算该博弈的

纳什均衡。

Remark 4.2. 单纯形法和 Lemke Howson算法具有路径查找算法的通病，即最坏复杂度和平均复杂度
间隔很大。

ldc: [需要提一下单纯形法的历史吗？]单纯形法虽然在一般情况下的运行都非常快，速度往往
超过有多项式最坏时间保证的内点法；然而，在最坏情况下，单纯形法的复杂度是指数级别的。
同理，Lemke Howson算法是当前计算纳什均衡的最常用算法，在大部分情况下运行结果都不

错；然而，可以证明该算法的最坏复杂度是 PSPACE-complete（多项式空间完全）的。
这个现象从直观上理解，就是这两个算法的流程都相当于在一个巨大的二度图上查找所需要的

顶点。单纯形法的顶点数量的上界是O(2n)，而可以证明 Lemke Howson算法定义的 Uk的顶点数量
上界为 O(

(
n+m
n

)
).由于图的度数为 2，那么如果使用路径查找方法，就是从这个图中的某条链的一

端（零点）移动到另一端。虽然一般情况下需要走过的路径很短，但是在非常差的情况下，这条链
的长度是可以接近整个图的顶点数量的，所以造成了单纯形法和 Lemke Howson算法的最坏复杂度
非常之高。虽然这种非常差的情况的出现概率接近 0，但仍然是可能出现的。
平均时间复杂度只能刻画问题在所有情况下的平均复杂性，并不足以描述这种现象。有没有办

法准确地描述这种局部极端性呢？一个比较自然的想法是考虑对这种非常差的情况做“扰动”后是
否可以移动到比较正常的情况。2004 年，Daniel Spielman 和滕尚华在 [38] 中提出了刻画这种现象
的平滑分析法（smoothed analysis）。他们证明了约束的数量为 n，向量空间为 d的二阶段投影顶点
在尺度为 σ的扰动下复杂度是 poly(n, d, 1/σ)的，从而准确地刻画了这种现象。可是，对于 Lemke
Howson算法，这种平滑性是否成立呢？这将是我们在接下来关于复杂性理论的部分即将探讨的问
题。

5 纳什均衡的计算复杂性

在第4.1中，我们利用 Brouwer定理证明了纳什均衡的存在性，这似乎揭示了它们之间的某种联
系。令人惊奇的是，我们事实上可以借助计算复杂性理论证明它们有着某种关联的组合结构，并且
借助这种结构证明它们的计算复杂性是相等的。

5.1 复杂性类：TFNP, PPAD和 PPA

我们首先容易注意到，纳什均衡是属于 NP的。这是因为显然纳什均衡的解就是一个多项式验
证：对于给定的一组概率分布，我们很容易通过定义在多项式时间内验证其是否是一个纳什均衡。
但是，纳什均衡是否是 NP-困难的呢？从直观上来看，似乎不是。这是因为纳什均衡保证了解的存
在性，而对于一般的 NP问题，解是不一定存在的。所以，直观上看，纳什均衡的求解比一般的 NP
问题更“容易”。
为了解释这类保证了解一定存在的问题的复杂性，Megiddo和 Papadimitriou在 1991年提出了

TFNP复杂性类。TFNP类全称“全函数多项式时间类”，是基于 FNP（函数多项式时间）类概念提出
的。
首先回忆一下 NP类的定义：
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判定问题 L ∈ NP，若：存在确定性多项式时间图灵机M，对任意字符串 x，x ∈ L当且仅当
存在多项式平衡的验证字符串 y ∈ L，M(x, y) = 1。

ldc: [前面复杂性基础介绍一定要 clarify 语言和问题，判定问题和函数问题的区别：判定问
题对应的是 Σ∗ → {0, 1} 的函数的复杂性，而函数问题则对应 Σ∗ → Σ∗ 的复杂度。细节参考
https://en.wikipedia.org/wiki/Function_problem?useskin=vector]
现在，将这种存在关系提取出来：判定问题 L ∈ NP 当且仅当：存在多项式平衡、多项式可验

证的二元关系 R(x, y)，使得 x ∈ L当且仅当存在 y,R(x, y)成立。
对于 NP问题与二元关系 R的这种对应性，我们可以定义 NP问题对应的函数 (functional)复杂

性类（注：function是一个误称，因为实际上是对二元关系的分类）为 FNP类：
称一个二元关系 R是 FNP的，若对于任意 x和任意长度为关于 x的多项式的 y，R(x, y)可以

在确定性多项式时间内计算出.

因此，根据 NP问题的定义，对于每个 NP问题，都存在其对应的二元关系 R，使得 R是 FNP
的。反之，给定的 FNP的二元关系 R，语言 L = {x : ∃y,R(x, y)}一定属于 NP.例如，对哈密顿回
路问题而言，判定图中是否存在哈密顿回路的复杂度是 NP的，而寻找这样的图和回路的关系的二
元问题的复杂度就是 FNP的。而且，由于可能有多个解，一个 NP问题可以对应多个 FNP函数问题。
不过，由于 NP和 FNP所描述的对象是不同的，虽然我们可以说如果一个问题对应的二元关系问题
如果是 FNP的，那么它就是 NP的，但是我们很难在这两个类间建立起通用的某种归约。
对于给定的 FNP关系 R，其上的搜索问题定义为：对给定 x，寻找 y，使得 R(x, y)成立，或者

断言这样的 y不存在。可以证明，P=NP当且仅当对任意 FNP关系 R，搜索问题可多项式求解.
基于该函数复杂性类，我们额外要求其中的二元关系一定保证对任意 x，R(x, y)成立，即可得

到函数复杂性类 TFNP。同理，我们同时定义 TFNP为通过关系 R可以在确定性多项式时间内搜索
到 x对应的 y的复杂性类。显然，TFNP是属于 NP的，但是尚不知道 TFNP是否是 NP完全的。不过，
最近的一个工作 [21]表明，如果证明了任意一个 TFNP问题是 NP完全的，那么必然有 NP=co-NP.
由于解的存在性，TFNP类问题往往与搜索和优化类问题紧密关联，例如求解某个函数的全局

极小值、不动点等等。我们讨论的纳什均衡的计算问题就属于 TFNP。我们只要验证，一方面，纳
什均衡计算是属于 NP的；另一方面，纳什均衡对任意输入 x（博弈的支付矩阵），对应的解 y均存
在。6

然而，TFNP类的定义存在致命的缺陷。这是因为，TFNP类是语义 (semantic)类，而常见的复
杂性类，如 P, NP等，都是语法 (syntatic)类。语法类的定义要求其成员（membership）是可以通过
计算模型判定的，也就是说，存在一个图灵机去判定任意一个语言是否属于该语法类；而语义类则
是尚未发现这种图灵机的复杂性类。这种特质进一步使得语法类往往具有完全问题，而目前还尚未
发现任何语义类的完全问题。这是因为，我们可以使用语法类语言的判定机来构造一个“通用”的
完全问题：我们只需要寻找一个属于该语法类，但是可以描述这个“通用判定机”的问题，那么这
个问题就是该复杂性类的完全问题。回忆一下 SAT问题是 NP完全的证明，本质是就是把 NP完全
问题的“通用判定机”（输入语言和实例，多项式时间内停机的 NTM）利用 SAT问题描述，进而推
导出 SAT问题是 NP完全的。
例如，P, NP都是语法类，因为它们都是可枚举的，更不必说可以判定某个语言是否在其中了

（直接按照枚举出来的列表查找即可）。但是，对 TFNP类这种语义类而言，目前只能通过数学证明
说明某些问题属于 TFNP类。试想，如果存在某个图灵机判定一个语言是否属于 TFNP类，那么这

6注意，并不是任意一个搜索问题都是 TFNP问题。TFNP问题首先要是多项式可判定的。例如，著名的最大割问题，它是 NP困难的，解
也一定存在，但是现在尚未证明它是 TFNP问题，因为对于给出的一个解，目前尚不知道如何在多项式时间内验证它到底是不是最大割。
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个机器应该得学会复杂逻辑证明，直觉上这样的机器并不存在。
完全问题是我们研究复杂性类的重要工具。因此，为了解决这个问题，1995年，Papadimitrou [32]

定义了复杂性类 PPA和 PPAD。他的想法是：把解决 TFNP类中的某些问题所需要的数学证明模式
直接“告诉”机器。这样，机器就不需要具备逻辑证明的能力。通过这种方式，可以定义了 TFNP
类的子类 PPA和 PPAD。

PPA：给定一个确定性多项式时间图灵机M：对于任意给定 x，定义 C(x)为长度是 |x|多项式
倍的字符串集合。对任意 c ∈ C(x)，M 在关于 n的多项式时间内输出M(x, c)，其为至多 C(x)中
字符串的集合。定义以 C(x)为顶点集的图 G(x)，任意 c, c′ ∈ C(x)连边当且仅当 c′ ∈ M(x, c)且
c ∈ M(x, c′). 这样，图 G(x)是顶点度数至多为 2的无向图。我们另外要求M 满足M(x, 0 · · · 0) =
{1 · · · 1}，0 · · · 0 ∈M(x, 1 · · · 1),使得 0 · · · 0，以使得 0 · · · 0始终是图G(x)的一个叶子。我们定义下
列搜索问题 A：对任意 x，找到 G(x)除 0 · · · 0的另一个叶子节点。7

这个定义很冗长，不过，这是为了在问题的定义中引入存在性模式。这个问题对应的证明模式
就是“度数至多为 2的无向图中有偶数个叶子节点”。我们注意到，这个证明模式其实与之前 Lemke
Howson算法中 Uk 的结构非常相似。

PPAD则是将 PPA中 G(x)的定义换成有向图后得到的复杂性类，具体构造方式是：有边 c指
向 c′当且仅当 c′是M(x, c)的第二个分量，而 c是M(x, c′)的第一个分量。

Exercise 5.1. 1. 定义因子分解问题如下：给定一个正整数，输出它的质因子分解。证明：因子分解
问题属于 TFNP。

2. （PPA是语法类）为 PPA中的关系构造一个判定图灵机 N：对任意关系 R，N 接受 R当且
仅当 R属于 PPA。

3. PPA和 PPAD的定义模拟了关于无向图和有向图的定理“度数至多为 2的无向图中有偶数个
叶子节点”。模仿它们的定义，给出模拟定理“每个有向无环图都有一个汇（出度为 0的点）”的复
杂性类 PLS(Polynomial Local Search)的定义。

5.2 PPAD的完全问题：Sperner

PPAD的结构在上一节的定义中已经明确了，其完全问题呼之欲出：

Definition 5.1. （EOL: End of the Line）EOL问题定义如下：令 V = {0, 1}n，N = |V | = 2n。图 G

由前驱和后继函数 pred和 succ给出，使得 pred(succ(u)) = succ(pred(u)) = u，并且 pred(0 · · · 0)
为空。试找出一个度数为 1的顶点。8

显见，EOL是 PPAD完全问题。一方面，任何属于 PPAD的问题，根据 PPAD的定义都具有上
述结构。另一方面，EOL本身把结构转化成字符串后也是 PPAD中的问题。之后，我们对 PPAD问
题的完全性的讨论都基于 EOL的归约。
回忆 Lemke Howson算法（Section 4.3），它的结构和 EOL很像。从它的结构可以自然地推出下

面的定理：

Theorem 5.1. 精确纳什均衡的计算问题属于 PPAD.
7注：PPA的定义中其实引入了M 作为 oracle，但我们简单理解为只能通过给定的M 来获取关于G的信息，不过多涉及这部分内容。
8这里为了清晰起见省略了一些技术上的细节。实际定义的时候会利用技巧把对 pred和 succ的要求移动到对解的要求中，使得问题的定

义与语义无关，从而迫使问题不是语义类，详情可参考 [33]第 2.6节。

21



证明. 只需注意到 Lemke Howson算法在m = n的情况下，顶点总数至多为 O(
(
2n
n

)
) = 2O(n)，因此，

精确纳什均衡的计算问题可以通过该算法归约到 EOL上。

接下来，我们把注意力集中在证明纳什均衡是 PPAD完全的之上。一旦证明这个结论，我们就
完全明确了纳什均衡的复杂性层次，将它锁定在 PPAD类之中。但是，纳什均衡的结构和 EOL距离
太远，为了逐步把 EOL归约到纳什均衡的计算问题上，我们需要建立一系列 PPAD完全问题。

n维单纯形∆(x0, x1, · · · , xn) = {v | v =
∑n

i=0 αixi, αi ≥ 0,
∑n

i=0 αi = 1}上的面定义为∆(xi1, xi2, · · · , xik)，
其中 0 ≤ ii < i2 < · · · < ik ≤ n. 对 v ∈ ∆，定义 χ(v) = {i | αi > 0}，定义 ∆的一个单纯剖分为单
纯形集合 ∆i, i = 1, . . . ,m，使得 ∆ =

⋃
i ∆i，且对任意 i, j，∆i ∩∆j 要么是空集，要么是 i和 j的

一个公共面。

Theorem 5.2. （Sperner定理，1928[37]）对于一个单纯形和它的单纯剖分，可以定义其顶点集 V 上
的一个染色 λ : V → {0, 1, . . . , n}. 称一个染色是合法的，若对任意 v ∈ V，λ(v) ∈ χ(v)。那么，对
任意一种合法染色，必然存在剖分中的一个单纯形∆i，其所有顶点的染色恰好遍历 {0, 1, .., n}，称
为全色单纯形。

我们先证明这个定理，然后讨论它和 Brouwer以及纳什均衡的关系。

证明. 我们实际上证明更强的结论：有奇数个这样的全色单纯形。对 n进行归纳：
n=1时单纯形即为线段和顶点。单纯剖分即将线段 x0x1分为若干个线段。根据合法性条件，x0

的颜色必定为 1，x1的颜色必定为 0，假如现在我们向线段 x0x1上逐个将染色顶点加入，那么初始
全色线段的条数为 1，而每次加入染色为 0/1的顶点时，全色线段数量的变化都是偶数（加入两端
点同色线段：+0/+2，加入异色线段：+0），因此最终全色线段数量也是奇数。

我们着重证明 n=2的情况，因为之后的归纳都与该情况类似。此时，单纯形为多边形、线段和
顶点。对于多边形，不妨做三角剖分，使得最终得到一个三角剖分。
由于此时单纯形的三条边都分别是合法的，随意挑选其中一条（图中为 x1x2所在边），运用归

纳假设知，这条边中有奇数个双色线段。现在，我们从其中一个双色线段出发，搜索一个全色三角
形。注意到，以该线段为边的三角形的另一个顶点有两种情况：

1. 与这两个顶点异色，则我们已经找到了一个双色三角形
2. 与其中一个顶点同色，那么这个三角形中恰好有两个异色线段，我们移动到新的异色线段上，

继续循环上面的过程。
注意到，上面的搜索过程至多经过每个三角形一次，且移动出边界时，根据合法性，只能从下

边界移出。（证明留作习题）因此，上面的过程要么以找到一个全色三角形终止，要么在进入和移出
单纯形的过程中将两条异色线段配对。但是，异色线段的数量根据归纳假设是奇数，所以必然有一
个异色线段出发的搜索过程终止于一个全色三角形，命题得证。
下图为一个实例，图中标出了所有算法的路径。
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图 2: 3维 Sperner实例

对于更高维的情况，可以做类似的讨论，证明留作习题。

我们注意到，Sperner定理定义的路径已经和 PPAD非常接近。下面，我们给出其对应的计算问
题 m-Sperner。为了保证输入的规范性（n位字符串表示），我们定义 n阶标准 Sperner剖分为顶点
集为 {(α0, ..., αm) ∈ ∆ : nαi ∈ Z}的单纯剖分。9

定义 m-Sperner计算问题如下：
给定单纯形 ∆(x0, . . . , xm)和一个图灵机M，其输入 n阶标准剖分中任何一个顶点的坐标，输

出该顶点的颜色。给出一个全色单纯形的重心的坐标。（注意，该定义仅与 n有关，与具体的剖分方
式无关。）

Theorem 5.3. 计算问题 m-Sperner属于 PPAD

证明. 我们可以使用恰当的标准剖分，保证三角形的数量是 O(2n)个。从而，任何染色方式根据我
们上面定理的描述都构造了一个有向图 G，且结合M 和证明的过程可以给出 G的路径移动规则。
由于数量为O(2n)个，图中的任意一个单纯形都可以被长度为O(n)的字符串编码。因此，求解这个
Sperner的过程归约为了查找图 G的另一个叶子节点的过程，也就是 EOL问题。由于 EOL是 PPAD
完全的，我们证明了 m-Sperner问题属于 PPAD.

要注意的是，在这种情况下，我们需要把从一条双色边指向另一条双色边的路径消去，否则算
法可能会在双色边处终止。不过，我们事实上可以证明不同的路径之间是没有交叉的（证明留作习
题），因此，我们只需要添加由第偶数个异色边到第奇数个异色边的路径，即可保证最后算法一定
进入一个全色三角形。

9实际上，当m ≥ 3的时候，类似二维的标准单纯剖分是不存在的（例如，无法简单地把一个三维单纯形（三棱锥）分割为八个全等的
小三棱锥），但是 [32]指出，可以通过修改规则类似地进行处理，例如：1.另外定义一个不是标准单纯剖分的合理规则（保证各个子单纯形
的直径比较接近即可）2. 在单纯形中嵌入一个超立方体，以超立方体为基础进行讨论。所以，这里我们忽略该细节，只讨论比较本质的复
杂性类的关系。
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同理，对高维的情况可做类似讨论。
下面，我们再把 EOL问题归约到 Sperner上，证明下面的定理：

Theorem 5.4. 3-Sperner问题是 PPAD完全的。10

证明. 由于已经证明了 m-Sperner是属于 PPAD的，只需给出一个 EOL到 3-Sperner的归约。归约的
思路非常直接，其实就是用 3维 Sperner的某种恰当的染色来构造任意 EOL问题对应的图。我们下
面只给出证明的大致思路，忽略一些技术性的细节：
假设 EOL 问题的参数为 n，也就是 |V | = 2n，下面取 3 维 Sperner 问题的规范分割的阶数为

N = 23n。我们对其做染色如下：
1. 大部分顶点都染成颜色 0。
2. 为了保证合法性，几个面、棱和顶点直接染成合法的颜色（1/2/3）。
3. 由于顶点至多为 2的图中只存在长链，因此我们让 123三种颜色构成“管道”来模拟长链在

单纯形内游走。在这三种颜色的“保护”之下，四种颜色同时出现在一个单纯形中的情况只能发生
在管道断掉，也就是长链到达另一个端点的情况。

4. 我们将 G的顶点放置在单纯形的一条边附近，将 G的所有可能有序顶点对放置在另一条边
附近。由于顶点对的总数不超过 N2，所以可以放下。这种“放置”是用一条短管道表示的。之后，
对于图 G中的任意有向边 i → j，令对应 i的短管道的终点向对应 (i, j)的短管道的起点连接一条
长管道；再令对应 (i, j)的短管道的终点向对应 j 的短管道的起点连接一条长管道。这样，图中的
管道就确定地建模了 G中的边。
一个直观示例如下图所示：

图 3: EOL到 Sperner的归约图示

Exercise 5.2. 1. 证明：Sperner定理构造的路径移出边界时，只能从下边界移出。

2. 证明：Sperner定理构造的路径相互不交叉。

3. 仿照 2到 3维的归纳方法，证明 Sperner定理的高维情形。
10[8]证明了 2-Sperner也是 PPAD完全的，但是方法比较复杂）
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5.3 PPAD的完全问题：Brouwer

我们在最初证明纳什均衡存在性时就使用过 Brouwer 定理，这说明它和纳什均衡的结构很接
近。这一节，我们先用 Sperner定理证明 Brouwer定理，明确它们之间的关联，然后再定义 Brouwer
的计算问题并给出 Sperner到 Brouwer的计算问题的归约，最终证明 Brouwer的计算问题是 PPAD
完全的。

Theorem 5.5. （Brouwer定理，单纯形版本）f : ∆(x0, . . . , xm) → ∆(x0, . . . , xm)连续，则 f 必然存
在一个不动点 x，使得 f(x) = x.

证明. 考虑对 ∆(x0, . . . , xm)的 i阶标准剖分。对任意 i ∈ {0, 1, . . . ,m}，记顶点 xi 在单纯形中向对
面的垂直投影为 li。在每个标准剖分中，为每个顶点染色，并且对任意顶点 x，要求其若染色为 i，
则 x− f(x)必须与 li的内积是正数。显然，一个顶点不能染色当且仅当其为不动点；并且这样的一
个染色是合法的。因此，根据 Sperner定理，必定存在一个全色单纯形。定义 i阶单纯形的全色单纯
形的重心为 pi，那么，最终构成的序列 {pi}∞i=1 根据 Bolzano–Weierstrass定理，必然收敛到某个定
点 p∗. 根据收敛和全色单纯形的定义，对任意 i，(f(p∗)− p∗) · li ≥ 0，从而由 li 构成线性空间的一
组基知必有 f(p∗) = p∗，即得到一个不动点，命题得证。

Brouwer的计算问题的定义比较困难，因为图灵机没有无限精度，自然也不可能真正地表示一
个连续函数。但是，不论是理论和实践中，我们都往往并不需要完全精确地表示一个函数，而只是
调用它在某些特定位置的函数值，甚至还会假设它具备若干附加的性质。这就增加了近似或者简化
表示的空间。从 Brouwer的问题来看，计算问题和定理的区别就在于，如果 f可以取到任意的连续
函数，那么可能导致一些奇异行为的发生（见本节习题），影响实际的计算。所以，我们退而求其
次，求解一个近似问题。由于近似有多种方式，因此问题的参数会比较多。

Definition 5.2. （Brouwer计算问题 (∥ · ∥, d,F , ϵ)）
参数：范数 || · ||，维数 d，函数 f 的性质 F，求解精度 ϵ（这些参数均可以与函数 f 的输入长

度 n相关）
输入一个满足性质 F 的函数 f : [0, 1]d → [0, 1]d

输出一个解 x，使得 ||f(x)− x|| ≤ ϵ

例如，该计算问题的一个实例是要求 F 为多项式函数，维数为 1，范数取二范数，求解精度
为 1/2n。此时，根据函数的这个性质，我们可以要求输入为一个数组，其中第 i 项代表 xi 的系
数。这样，问题的直接描述就是：输入一个 n阶多项式 f(x) =

∑n
i=1 aix

i，输出一个解 x0，使得
|f(x0)− x0| ≤ O(1/2n). 那么，一个自然的算法就是通过二分法求多项式函数 g(x) = f(x)− x的一
个零点。由于二分法的每次迭代耗时为常数，可以缩短一半的区间长度，因此，在 O(n)时间内我
们就能得到一个精度为 O(1/n)的解。因此，这个实例下问题属于 P类。
当然，复杂性理论的奥妙就在于寻找简单和复杂之间的恰当界限。假如要求太高，例如要求

ϵ = 0，那么就是多项式求精确解的问题，通过伽罗瓦理论我们已经知道五次以上的方程都不存在代
数数解，因此即使解一定存在，我们也不可能用有限的计算单元精确表示；假如要求太低，例如 ϵ

是常数，那么这样定义出来的问题就没有任何价值。现在，我们的目标是证明 Brouwer是 PPAD完
全的，那就要求我们定义的复杂性类必须在简单和复杂之间寻找适当的平衡：一方面足够复杂，涵
盖了足够规模的问题，使得任何 EOL的实例都能找到 Brouwer中的对应；另一方面又足够简单，不
至于出现要求的图灵机根本就不存在的情况。
对于 Brouwer问题的各种近似情况已经有很多研究。现在已知的结论有：
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1.（[32]）当 d = 3，F 是 O(1)-Lipschitz（即存在常数 C，对任意的 x1, x2，||f(x1) − f(x2)|| ≤
C · ||x1, x2||）,|| · ||是无穷范数，ϵ = 1/2O(n)时，Brouwer的计算问题是 PPAD完全的。

2.（[34]）当 d = O(n)，F 是O(1)-Lipschitz（即存在常数 C，对任意的 x1, x2，||f(x1)− f(x2)|| ≤
C · ||x1, x2||）,|| · ||是二范数，ϵ是充分小的常数时，Brouwer的计算问题是 PPAD完全的。

下面，我们简述结论 1的证明思路。
首先是 Brouwer 属于 PPAD 的证明思路。根据Theorem 5.3，我们只需要构造一个 Brouwer 到

Sperner的归约。事实上，我们为函数 f 加入的的 Lipschitz连续性正是为了保证近似纳什均衡和全
色单纯形的重心的距离比较接近。这样，当阶数足够高时，使用 Sperner的计算问题找到的全色单
纯形的坐标就是我们需要的近似纳什均衡。详细证明留作习题。
其次是 Brouwer是 PPAD困难的证明思路。我们只需要构造一个 EOL到 Brouwer的归约。归

约的思路和 Sperner比较就近，实际上就是把任何一个 EOL的实例转化成一个 Brouwer函数。只不
过，在 Sperner问题中，这种转化是构造一个离散顶点的染色，而在 Brouwer中则是构造一个满足
Brouwer条件的连续函数形成的向量场。由于 Brouwer条件比较复杂，这种构造相对更难一点，但
是总体而言仍然可以用离散的办法解决，即构造一个线性插值函数，其在网格顶点上的函数值由类
似 Sperner的染色模拟给出（例如，不同颜色对应不同 f(x)− x的方向，即场的方向），而在网格内
部的函数值由该网格的顶点插值给出。这样，我们可以用比较少的信息量表示出这个函数，但同时
又满足了模拟 EOL问题的需求。（思路来源：[13]）

图 4: EOL到 Brouwer的归约图示（[33], Section 3.1.2）

Exercise 5.3. 1. 一般的 Brouwer不动点定理只适用于凸紧集上的连续函数 f。试给出非凸和非紧
的集合上 Brouwer定理不成立的反例。

2. 对于 Brouwer定理的证明，举例说明，p∗可能并不属于任何一个重心收敛到它的一系列 i阶全
色单纯形。

3. 补充 Brouwer定理的证明细节：在 d = 2，其它条件与结论 1相同的情况下，选取恰当的阶数，
构造 Brouwer到 Sperner的归约。有兴趣的读者可以从构造恰当的标准剖分入手，考虑 d=3甚
至更高维的情况。提示已在证明部分给出。
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4. 参考讲义提供的思路和4的图示，构造一个从顶点数量为O(n)的 EOL问题到 Brouwer(||·||2, d =

2,F =O(1)-Lipschitz连续函数, ϵ = 1/n)的归约

5.4 纳什均衡是 PPAD完全的

此前，为了行文的连贯性，我们模糊了对纳什均衡的计算问题的定义。因此，我们首先要明确这
个概念。由于 Lemke Howson算法给出的是精确纳什均衡的求解，定理5.1实际上只说明了精确纳什
均衡的求解属于 PPAD.但是，即使我们证明了精确纳什均衡的求解问题是 PPAD困难的，其价值也
比较有限。因为人们在实践中往往是采用虚拟博弈等近似算法来求解纳什均衡的，即使使用 Lemke
Howson算法求精确解也不可避免地会有舍入误差的问题。11。因此，如果我们能够证明近似纳什均
衡的求解也是 PPAD完全的，那么就有足够的理由说明纳什均衡是“难解”的。
从近似纳什均衡的定义出发，我们直接定义计算问题如下：

Definition 5.3. （双人博弈的 ϵ-近似纳什均衡的计算问题）对于双人博弈，输入两个玩家的 n × n

大小的支付矩阵，输出一个 ϵ-近似纳什均衡。（可以和 n有关）

历史上，Daskalakis, Goldenberg和 Papadimitriou在 2006年首先给出了三人以上博弈的精确纳
什均衡计算是 PPAD完全的证明 [13]，同年，陈汐、邓小铁和滕尚华证明了双人博弈的精确纳什均
衡计算是 PPAD完全的 [8]，随后，他们将证明改进，证明了 ϵ = 1/nO(1) 时的近似纳什均衡计算亦
是 PPAD完全的。[9] [8]

下面，我们简述 [13]中证明三人博弈的精确纳什均衡计算是 PPAD完全的思路。三人博弈的定
义与双人博弈类似，只是三个玩家现在有三个支付矩阵，且每个矩阵的维数为 n ∗ n ∗ n，标志着每
个玩家分别选取第 i, j, k个策略时各自的收益. 根据上一节的证明，我们只需要把恰当精度的 PPAD
困难的 Brouwer计算问题归约为三人博弈的纳什均衡的计算问题。这种归约实际上分为两步，第一
步是把恰当的 Brouwer 的计算问题归约到三人的图博弈上，第二步是把三人的图博弈归约到双人
博弈的计算问题上。这里涉及到一个新的概念，即图博弈，引入它主要是为了使用其图结构来模拟
Brouwer计算问题中涉及的算术电路。[8]中双人博弈的证明则采用了类似的思路，只是将中间过渡
的三人图博弈改为了三人二部图博弈。
首先，我们需要叙述这里使用到的 Brouwer计算问题：这里的计算问题比较特殊，为了模拟离

散化的情况，与 Sperner的计算问题很类似。
取 d = 3，该 Brouwer问题的函数 f 的函数值由 [0, 1]2 中的 23n 个小立方体 Kijk = {(x, y, z) :

i · 2−n ≤ x ≤ (i + 1) · 2−n, j · 2−n ≤ y ≤ (j + 1) · 2−n, k · 2−n ≤ z ≤ (k + 1) · 2−n}的中心决定。对
每个中心 cijk，要求 f(cijk) = cijk + δ，其中 δ ∈ {δ1 = (α, 0, 0), δ2 = (0, α, 0), δ3 = (0, 0, α).δ0 =

(−α,−α,−α)}, α = 2−2n。为了保证 f 不越过边界，要求其满足类似 Sperner的边界条件。其余点
处 f 的函数值由线性插值定义。
这样，可以要求 Brouwer 的计算问题的输入为一个算术电路 C12：向 C 中输入中心点的坐标

（3n个比特），输出 0/1/2/3（2个比特）标志 δ的方向；输出为某个中心点的坐标（3n个比特），使
得其为某个四色单纯形的顶点。根据我们在上一节的讨论，Brouwer的不动点必然出现在四色单纯
形附近，因此这个输出同时也是不动点问题的一个比较好的近似解。

11即使所有玩家的支付都是有理数，纳什 [29]构造的反例表明，三人博弈的纳什均衡也可能包含无理数；而双人博弈的纳什均衡必定是
有理数

12算术电路即利用可以表示任意的布尔函数
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由于该计算问题与 Sperner的相似性，不难仿照 Sperner的计算问题给出 EOL问题到该问题的
归约，从而表明其为 PPAD困难的。下面，我们完成后半部分的证明。

5.4.1 用图博弈模拟算术电路

算术电路（arithmetic circuit）即节点进行算术运算（加减乘除）构成的有向无环图，由于与电
路的基本结构相似，所以称为算术电路，其可以表示任意布尔函数。因此，为了将 Brouwer的计算
问题中输入的电路转化为博弈问题，一个自然的想法就是通过具有某种图结构的博弈来模拟算术电
路的构造。
具体而言，图博弈是一种特殊的博弈。标准形式的博弈中，一个玩家的支付与所有玩家的策略

都相关联；而在图博弈中，所有玩家对应于一个有向图上的顶点，而每个玩家的支付仅仅与他的前
驱玩家有关联，构成一个局部的标准形式博弈。这种博弈在实际中也很常见，例如某些公司的组织
架构中每个人的收益可能仅仅与下属或上级有关，从而导出一个树状结构的图博弈。可以证明，任
何一种图博弈都可以多项式时间内归约为度数为 3，每个玩家的策略数量为 2的博弈。因此，我们
之后的讨论都基于这种标准形式的图博弈。
下面，我们讨论如何利用图博弈来模拟算术电路。基本思路是：利用标准图博弈的纳什均衡中

玩家 v选择策略 0的概率 p[v] ∈ [0, 1]来模拟算术电路的计算过程。

Example 5.1. 下面列举的博弈 GG 模拟了算术运算 x→ αx（数乘）：
该博弈涉及三个玩家 v1, v2, w。α为一非负实数，定义玩家 v2和 w的支付如下：

v2：
w plays 0 w plays 1

v2 plays 0 0 1
v2 plays 1 1 0

w：w plays 0
v2 plays 0 v2 plays 1

v1 plays 0 0 0
v1 plays 1 α α

w plays 1
v2 plays 0 v2 plays 1

v1 plays 0 0 1
v1 plays 1 0 1

其对应的图结构如5所示。那么，对任意 ϵ < 1，博弈 GG的任意一个 ϵ-近似纳什均衡 p（p[v]定
义为玩家 v选择策略 0的概率）满足条件：p [v2] = min (αp [v1] , 1)±ϵ（a = b±ϵ即 b−ϵ ≤ a ≤ b+ϵ）

证明留作习题。

图 5: 图博弈的

类似地，如5部分所示，我们可以构造模拟其它算术电路的图博弈 Gα（常数），G+（加法）,G−

（减法），G=（复制）, G×（点乘）,Gmax（求最大值），将这些模拟算术电路的博弈元件组合起来，我
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们就能高效地模拟算术电路，从而，构造算术电路到图博弈的纳什均衡的归约。

5.4.2 图博弈到标准形式博弈的归约

首先，我们证明，顶点的最大度数 d，玩家的策略数量至多为 t的图博弈的均衡计算问题可以
多项式时间内归约为 d2 + 1个玩家的标准形式博弈的均衡计算问题。为了方便表示，该图博弈中玩
家 v的策略分别记为 (v, a), 1 ≤ a ≤ t，其相邻的玩家集合记为 N (v).

1. 对 GG 中的支付的分量做放缩，使得其落在区间 [0, 1]内。

2. 选取 r为 d2 + 2或 d2 + 1中的偶数

3. 为图博弈中的玩家集合 V 做 r染色，不妨设颜色集为 {1, 2, . . . , r}，使得相邻的顶点颜色互异，
并且具有相同前驱的顶点也颜色互异。这样的染色显然存在且容易计算，因为任意一个顶点
的颜色至多与 d2 个顶点冲突，因此总能找到一个不冲突的颜色染上。不妨通过补充无用染色
节点假设染每种颜色的顶点数量相同。记

{
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
n/r

}
为染第 i种颜色的顶点集合。

4. 对任意 1 ≤ p ≤ r，我们构造博弈 G 的第 p个玩家的策略集合 Sp =
⋃n/r

j=1

⋃t
a=1(v

p
j , a)，从而

|Sp| = tn
r

5. 记 S为 Sp, p ∈ [r]的笛卡尔积。现在，我们还需要构造该博弈的支付矩阵，即对玩家 p和博弈
G 的任意一个纯策略组 s ∈ S 的支付 ups .

(a) 一开始，设定所有支付为 0

(b) 之后，考虑任意顶点 v0 ∈ V 及其在博弈 GG 中的异色前驱 v1, . . . , vd′ . 假设 v0 的颜色为
p。并且，如果对任意 0 ≤ i ≤ d′，s包含 (vi, ai)，则 ups = uv0s′，即 GG 中玩家 v0 在相邻
玩家 vi, i ∈ [p]分别使用策略 ai时得到的策略 s′的效用。

(c) 取M > 2n
r
，对奇数 p < r，对任意 i, a, a′，如果玩家 p使用策略

(
v
(p)
i , a

)
，p+ 1使用策

略
(
v
(p+1)
i , a′

)
,则将 up+1

s 减去M .

那么，根据该构造，我们有如下结论：

Theorem 5.6. 从博弈 G 的任意纳什均衡 NG =
{
xp(v,a)

}
p,v,a
，可以在多项式时间内恢复出 GG 的一

个纳什均衡 {xva}v,a如下：
xva := x

c(v)
(v,a)/

∑
j∈Sv

x
c(v)
(v,j) ∀a ∈ Sv, v ∈ V.

证明. 构造和证明的基本思路是让博弈 G 中奇数编号和偶数编号的玩家两两配对，构成一个局部的
“猜硬币”博弈，然后对其做微扰。双人“猜硬币”博弈定义为当且仅当两个玩家的策略相同时，玩
家 1获得支付 u，玩家 2获得 −u，其余情况则支付均为 0. 显然，其有且仅有唯一的纳什均衡：两
个玩家都选择均匀分布。
首先，我们证明得到的确实是一个“微扰”，也就是各个玩家的均衡策略不会偏离均匀分布太

远。注意到，博弈 G 中玩家 p的任意一个策略对应的是 GG 中的二元组 (v, a)，其中 v 为玩家，颜
色为 p，a ∈ [t]为玩家 v 的一个策略。因此，当玩家 p以均匀分布选取策略时，对应 GG 中的玩家
恰好为 v的概率为 r/n. 可以证明：G 的纳什均衡中选择 v对应的策略的概率属于

[
r
n
− 1

M
, r
n
+ 1

M

]
.

原理在于假如概率偏离均匀分布太多，那么可以推测出有某一对玩家根本不出现在均衡之中。
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其次，我们考虑命题中定义的恢复过程，实际上就是说在 G中玩家 p使用策略 v的概率中 v的
各个策略 a的占比与 GG 的某个纳什均衡相同。事实上，对策略 G 的任意一个纳什均衡，根据纳什
均衡的定义，对任意 a, a′ ∈ [t]，有：

E[玩家 p使用策略 (v, a)] > E[玩家 p使用策略 (v, a′)] ⇒ xp(v,a′) = 0

但是，根据我们之前的构造：

左式 =M · Pr
(
玩家 p+ 1使用策略v(p+1)

i

)
+

∑
s∈SN(v)\{v}

uvas
∏

u∈N (v)\{v}

x
c(u)
(u,su)

(5.3)

对 a′同理。因此，这表明：∑
s∈SN(v)\{v}

uvas
∏

u∈N (v)\{v}

x
c(u)
(u,su)

>
∑

s∈SN(v)\{v}

uva′s

∏
u∈N (v)\{v}

x
c(u)
(u,su)

⇒ xp(v,a′) = 0.

注意到，
∏

u∈N (v)\{v}
∑

j∈Su
x
c(u)
(u,j) =

∏
u∈N (v)\{v} Pr(c(u) plays u) = p(v)，并且根据之前的微扰结

论，p(v) ≥
(
λ− 1

M

)d
> 0，因此，两边同时除以上式即有：∑

s∈SN(v)\{v}

uvas
∏

u∈N (v)\{v}

xusu >
∑

s∈SN(v)\{v}

uva′s

∏
u∈N (v)\{v}

xusu ⇒ xva′ = 0

而这恰恰是 {xva}v,a构成 GG的充要条件。从而，我们导出了从 G的纳什均衡到 GG的纳什均衡的一
个满射。

最后，我们只需要给出 n ≥ 3人标准形式博弈到三人标准形式博弈的多项式归约。实际的证明
中使用的是类似上面证明的技巧，只是包含了更多技术细节，因此这里我们略过。总体而言，证明
分为两步，第一步是将 n ≥ 3人的标准形式博弈归约为三人，每个人至多两个策略的图博弈，第二
步是将该图博弈归约为三人标准形式博弈。
综上，我们最终可以证明三人博弈的精确纳什均衡的计算问题是 PPAD完全的。

Exercise 5.4. 1. 证明例5.1的结论。

2. 参考5右图的节点构造图示，构造一个图博弈 GG，其任意 ϵ < 1的纳什均衡中，玩家 v1, v2, v3

选择策略 0的概率满足：p [v3] = min (αp [v1] + βp [v2] + γp [v1]p [v2] , 1)± ϵ.

3. 使用Section 5.4.2的方法，将例5.1中的图博弈的均衡计算问题归约为标准形式博弈的均衡计算
问题。

6 总结与展望：纳什均衡计算的发展历程

本讲义基本上是按照纳什均衡计算问题的发展历史编排的。
1928年，Von Neumann在 [30]中提出了双人零和博弈的均衡概念，并且列举了一些特殊的例

子。参考讲义的Section 2.1。
很快，人们提出了零和博弈的多项式算法。1951年，Dantzig在 [12]中提出了双人零和博弈的

线性规划算法。参考讲义的Section 2.2.1；同年，Brown在 [6]中提出了双人零和博弈的另一个算法，
即虚拟博弈算法；1957年，Hannan[23]将其改进为光滑虚拟博弈算法。本讲义简单介绍了预测论的
基本思想以解释虚拟博弈算法的本质，参考Section 2.2.2。
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1951年，纳什在 [29]中提出了一般标准形式博弈的纳什均衡概念，并利用不动点定理证明了其
存在性，纳什均衡的概念随即在之后的几十年里逐渐渗透到经济学的方方面面。1964年，Lemke和
Howson[7]提出了双人博弈的纳什均衡的 Lemke-Howson算法，参考Section 4.3，后来被人们推广到
多人博弈中。后来，人们又提出了若干纳什均衡的精确算法，如基于在包含纳什均衡的子单纯形分
划（类似 Sperner分划）上的游走的近似算法（[36]（1967），[19]（1973），[40]（1979），[41]（1982）），
基于纳什均衡代数性质的量词消去算法 [26]（2004）。2003年，Lipton, Markakis和Mehta[27]提出了
双人博弈的近似纳什均衡的 LMM算法，表明了如果只要求常数近似的话纳什均衡存在拟多项式复
杂度的高效算法，参考Section 4.2。但是，与零和博弈不同，上述的所有算法都无法证明是多项式时
间的。

1971年，Cook, Levin[11][25]建立了复杂性的完全性理论，为人们提供了研究计算复杂度的有
力的理论工具。于是，人们开始猜测纳什均衡的计算问题是 NP困难的。之后的一系列研究为人们
深入理解纳什均衡的计算复杂性类打下了基础。

1991 年，Megiddo 和 Papadimitriou[28] 定义了 TFNP 和 PLS 复杂性类，并且证明了 Sperner、
Brouwer、纳什均衡等计算问题属于 TFNP.但是，他们也注意到，TFNP问题是语义类，并不存在完
全性问题，因此为进一步研究带来了困难。1994年，Papadimitriou[32]借助证明模式提出了 PPAD
复杂性类，打破了语义类的限制，给出了它的一个自然的完全问题 EOL，参考Section 5.1；他还进一
步证明了 Sperner和 Brouwer的计算问题是 PPAD完全的，并且利用 Lemke-Howson算法证明了双
人博弈的精确纳什均衡计算问题属于 PPAD，参考Section 5.2和Section 5.3.
最终，2006年，Dasklakis, Goldenberg, Papadimitriou；陈汐、邓小铁、滕尚华的工作 [13],[8],[9]

填补了纳什均衡计算问题的最后一块拼图，最终证明了即使是双人博弈，近似比为 1/poly(n)的情
况下，纳什均衡的计算问题也是 PPAD完全的，从而暗示了纳什均衡是多项式时间难解的。
不过，纳什均衡的计算理论研究还远远没有终结。我们在下面列举若干当前的研究方向：

1. 提出新的纳什均衡的精确/近似算法：

(a) 类似 LLM的拟多项式纳什均衡算法：

聚落检测方法 [2]（2012），自由博弈 [1]（2014），约束满足问题的稠密子图方法 [4]（2015），
Dughmi信号方法 [10]（2015）等

(b) 常数近似度的纳什均衡的多项式时间算法：

0.75[24]（2006），0.5[14]（2006），0.38[15]（2007），0.36[5]（2007），0.3393[39]（2007），1/3[17]
（2022）

2. 证明现存的纳什均衡算法的困难性：

• 虚拟博弈（非光滑）算法的指数时间复杂性 [16]（2014），参考 Remark2.3

• Lemke-Howson算法的指数时间复杂性 [35]（2004）

• 基于同伦路径的移动的任何算法（包括 Lemke-Howson算法）都是 PSPACE完全的 [22]

3. 纳什均衡相关的其他计算理论：

(a) 如果假设 EOL问题具有指数时间复杂度（2Ω(n)），那么存在常数 c，使得任意 ϵ < c，ϵ-纳
什均衡的计算不可能存在多项式时间算法（利用了 PCP定理）[34]（2016）
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(b) 双人博弈的纳什均衡的通信复杂性（两个玩家之间为了计算纳什均衡至少需要交换的比
特数量）为 Ω(nO(1))（n为玩家的策略数量）[3]（2017）

(c) 纳什均衡计算的另一种刻画：

PPAD实际上是刻画了逼近一个纳什均衡在组合上的困难程度。从不动点的角度看，其目
标是求解一个点 x，|f(x)− x| ≤ ϵ；而我们可以定义 FIXP复杂性类，其刻画了纳什均衡
在分析上的困难程度。从不动点的角度看，其目标是求解一个点 x，|x − x∗| ≤ ϵ，其中
f(x∗) = x∗。[18]（2007）从上面不动点的概念出发定义了 FIXP复杂性类，并证明了纳什
均衡的求解是 FIXP困难的。

(d) 纳什均衡的平滑分析：

[38]（2004）证明了纳什均衡的计算在约束的数量为 n，向量空间为 d的二阶段投影顶点
方法在尺度为 σ的扰动下复杂度是 poly(n, d, 1/σ)的。参考 Remark4.2.
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